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应用四边形十六自由度平板壳单元
DKQ16分析板壳结构的稳定性
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摘要:  应用新近开发的四边形十六自由度离散 Kirchhoff平板壳单元 DKQ16, 分析了板壳结构的线

性屈曲问题,建立了相应的几何刚度矩阵# 通过对几个典型算例的计算与比较,说明了 DKQ16 单

元在板壳结构的稳定性中也有良好的精度# 
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引   言

性能好、列式简单的低阶壳单元依然是力学工作者关注的课题# 近来应用理性元和离散

Kirchhoff技巧发展出了一族新的平板壳单元[ 1, 2] ,在板壳线弹性分析中有较高的精度# 该类单

元的特点是:单元自由度少,每个角节点三个位移 U、V、W, 每个边中点一个绕该边的转角;不

需引入虚假刚度,以防单元共面时产生奇异, 可归为 Semiloof类板壳单元# 其中三角形单元称

为DKT12,是通过平面弹性 CST 单元和 Morley (或 DKT6)板单元叠合而成,为最简单的三角形

平板壳元# 其中四边形单元 DKQ16, 可视为 DKT12的一个推广, 也可看作是最简单的四边形

平板壳单元# DKT12已为许多研究者应用于线性以及非线性分析中[ 3]# DKQ16在板壳线弹性

分析中的表现, 在文[ 1]中有详细的评述# 本文将 DKQ16应用于板壳结构稳定性分析中, 几个

典型算例的计算结果表明 DKQ16单元在板壳结构的稳定性分析中也具有很高的精度# 

1  稳定问题的线性理论

临界状态的能量准则为:

  D2 0( U, DU) = 0,   PDU且 DU= 0和 U = �U 沿Su# ( 1)
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有限元离散后总势能为:

  0 = 6
e

( 0e
int- 0e

ext)# ( 2)

其弹性势能:

  0e
int =

1
2QV

eERdV, ( 3)

其中 E为 Green_Lagrange应变,可写为线性和非线性两部分:

  E= El + Enl , ( 4)

  R = HE# ( 5)

对于外载与结构变形无关的情况, 有:

  D
2
0

e
ext = 0, ( 6)

  D
2
0

e
int = QV

e(DElHDEl + DEnlHDEl + DElHDEnl + D
2
EnlRl ) dV, ( 7)

写成矩阵形式

  D2 0e
int = DUn ( k + Kku + KkR)DUn, ( 8)

k 为线性刚度阵, ku 为初始位移刚度阵, kR为几何刚度阵# 

考虑 Euler型屈曲, 即略去初始位移,可得:

  D
2
0

e
int = DUn ( k + KkR)DUn# ( 9)

组装成总刚后, 最终化为求解如下的特征值问题

  ( K + KKR)DU = 0# ( 10)

2  DKQ16单元的几何刚度阵

DKQ16单元的一般描述由图 1给出# 其节点自由度为:
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图 1  DKQ16 平板壳单元

Green_Lagrange 膜应变的线性和非线性两部分可

写为:

El =

u , x

v , y

u , y + v , x

;

Enl =

1
2
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( 12)

DKQ16单元刚度阵已在文[ 1]中给出,为了计算其

几何刚度阵,需考虑膜应变的非线性部分, 几何刚

度阵的计算可直接在总体坐标系中进行,为此其在总体坐标系中的位移场采用如下近似:

  U =

u
g

v
g

w
g

= NUn , ( 13)

其中:
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  Un = ( u
g
i , v

g
i , w

g
i , ,, ) i= 1, ,, 4 ( 14)

  N =

N i 0 0  

0 N i 0 ,

0 0 N i i = 1, ,, 4

, ( 15)

  N i =
1
4

( 1 + NiN) ( 1 + GiG)# ( 16)

这样由式( 15)定义的DKQ16的几何刚度阵可写为:

  k
e
R = 6

3

k= 1QA
eQ

T
kG

T
�NGQkdA# ( 17)

其中

  �N = Q
h/ 2

- h/ 2
R0dz =

Nx N xy

N xy N y
, ( 18)

矩阵 G 为:

  G =
N1, x N 2, x N3, x N4, x

N1, y N 2, y N3, y N4, y

# ( 19)

Q1、Q2和 Q3 可表为:

  Qi =

ti 0 0 0 01@ 4

0 ti 0 0 01@ 4

0 0 ti 0 01@ 4

0 0 0 ti 01@ 4

  ( i = 1, 2, 3) , ( 20)

其中:

  t 1 = ( 1  0  0) ; t2 = ( 0  1  0) ; t 3 = ( 0  0  1)# ( 21)

3  数 值算 例

3. 1  对边受压简支和固支方板的屈曲分析

为了考核 DKQ16的精度, 我们分析了图 2所示的对边受压的方板# 其临界载荷的理论解

为: f cr = 4P2
D/ L (简支) ; f cr = 10P2

D / L (固支) 其中 D = 12- 1
Eh

3
/ ( 1- M2

)# 考虑其对称性

(仅研究对称模态) , 取板的四分之一用N @ N( N= 2, 4, 8)网格加以分析# 其结果列于表 1和表

2中# 由 IDEAS软件计算的结果和使用 DKQ20( Q4+ DKQ12)得到的结果也一并列入表中以资

比较# 

图 2 受压方板
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表 1 简支方板的临界载荷

单元(网格) IDEAS(16 @ 16) DKQ20( 16 @ 16) DKQ16( 2 @ 2) DKQ16( 4 @ 4) DKQ16( 8 @ 8)

f cr (误差%) 8. 275( 0. 61) 8. 258( 0. 4) 8. 1632( 0. 75) 8. 2109(0. 17) 8. 2214(0. 04)

理论解 8. 225

表 2 固支方板的临界载荷

单元(网格) IDEAS(16 @ 16) DKQ20( 16 @ 16) DKQ16( 2 @ 2) DKQ16( 4 @ 4) DKQ16( 8 @ 8)

f cr (误差%) 20. 51( 0. 2) 20. 92( 1. 75) 17. 032(17. 16) 19. 657(4. 39) 20. 473(0. 62)

理论解 20. 56

3. 2  受拉薄板的屈曲分析
几何上的不连续诸如孔和裂缝等会导致受拉薄板的局部屈曲[ 4, 5, 6]# 边界条件对受拉薄

板的局部屈曲的影响近来才开始研究
[ 7]

,其与薄板轧制过程常出现褶皱现象相联系
[ 8] # 下面

我们用DKQ16单元来分析图3所示的受拉薄板(厚度 h = 0. 05 mm; M= 0. 3)# 为了求出正值

特征值,需要引入初始漂移,其大小可参考文[ 7]给出近似估计# 

由DKQ16、DKQ20及由 ABAQUS [ 7]得到的拉伸临界载荷在表 3中给出# 其对应的模态在

图4给出# 从表中结果可以看出 DKQ16单元对线性屈曲问题很有效# 

  表 3 受拉薄板临界应力

单元 单元总数(自由度) 临界应力 Rcr /Mpa

DKQ20 1500( 7905) 230. 3

DKQ16 1500( 7823) 239. 7

S4R5(ABAQUS 壳元) - 236

图 3 受拉薄板

图 4  受拉薄板的屈曲模态

3. 3  空间薄壁框架的侧向屈曲

I型、U型等截面的薄壁空间框架结构常为工程实际所采用, 这类优化的结构通常有复杂

的变形行为,特别是其屈曲分析尤为重要# 

这里我们分析图 5所示直角悬臂框架,其自由端受一集中力作用# 其两种连接形式是为
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( a) 直角框架       ( b) 截面 W 21@ 93( mm) 2

( c) 两种连接形式

图 5  集中力作用下的直角悬臂框架

了模拟自由翘曲和受制翘曲两种形式[ 9]# 
表 4 框架结构的临界载荷

A型连接 - Px / ( kN) + Px / (kN)

DKQ16( 648个单元) - 50. 857 5 ( 0. 49% ) 58. 596 3 ( 0. 28%)

M. Y. Kim et al . [9] - 52. 363 1( 3. 46% ) 59. 044 3(1. 05% )

ABAQUS( 1695个单元) [ 9] - 50. 607 4 58. 431 8

B型连接

DKQ16( 680个单元) + DKT12(32个单元) - 51. 862 5( 21. 83% ) 67. 647 4(13. 49% )

DKQ16( 1760个单元) + DKT12(128个单元) - 68. 023 7( 2. 52% ) 78. 659 4(0. 58% )

M. Y. Kim et al . [9] - 69. 128 5( 4. 19% ) 80. 603 5(3. 07% )

ABAQUS( R8S5) [ 9] - 66. 349 6 78. 199 7

  DKQ16的计算结果和 M. Y. Kim 等[ 9]采用 Hermite 梁单元得到的结果以及用 ABAQUS[ 9]

(R8S5壳元)计算的结果在表 4给出,括号中给出了以ABAQUS计算值为参考的相对误差# 从

表中可以看到, 对于A 型连接, 648个 DKQ16单元的计算结果与 1695个 ABAQUS壳单元结果

十分相近;对于 B 型连接, 由于常应变 DKT12 的使用, 则需要较密的网格, 但单元的个数与

ABAQUS壳单元的个数相当# 说明DKQ16单元有较高的计算效率# 

从计算结果还可以看出, 载荷的方向及杆件的连接型式,对空间框架结构的临界载荷有显

著的影响# 

4  结   论

DKQ16平板壳单元具有列式简单,节点自由度少, 没有虚假自由度# 本文成功地将其应

用于板壳结构的线性稳定性分析中,几个典型问题的数值结果表明, 该单元在稳定性分析中有

良好的精度# 
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反向载荷- Px ( Pcr = 50, 9kN)  正向载荷+ Px( P cr = 58, 6kN) )

图 6  A 型连接下直角悬臂框架的屈曲模态( A型)

反向载荷- Px ( Pcr = 60. 8kN) 正向载荷 + Px ( P cr = 78. 6kN) )

图 7 B 型连接下直角悬臂框架的屈曲模态( B 型)
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Abstract: The linear buckling problems of plates and shells were analysed using a recently deve-l

opped quadrilateral, 16_degrees of freedom flat shell element ( called DKQ16) . The geometrical stiffnees

matrix was established. Comparision of the numerical results for several typical problems shows that

the DKQ16 element has a very good precision for the linear buckling problems of plates and shells.
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