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摘 要

本文在 H ilb e rt 空间中引入一类新的广义强非线性拟补问题
,

并讨论这类问题解 的存 在 妙

及由算法所构造的序列淤收敛性
.

本文所得结果改进和推广了许多已知的结果
.

引 言

相补理论是 由 L eo k e 〔‘’,
Cot t l。 和 D a n tz ig[ Z J

在 60 年代早期首先引入并研究的
.

在过

去的20 多年中
, 相补理论得到了许多重要发展

.

最近 ,
为了研究产生于控制与优化

、

经济与

运输平衡
、

弹性接触以及媒质渗流 (参见 L in 和 C r y e r〔“’、 C o t tle 〔‘’,
C r a n k 〔

“’及 其参考

文献 ) 等方面的大量问题
,
人们对补问题进行 了不同形式的推广

.

Pa n g (’
, ’“和 N o or 〔8 , . , ‘。’

引

入并研究的拟补问题以及 N o or 【’2 , ‘“ , ’弓, 引入并研究的适度非线性补问题都是补问题的重要的

推广
。

受上述研究工作的启示
,

木文引入一类广义强非线性拟补问题
, 讨论这类 问题解的存在

性及由算法所构造的序列的收敛性
.

木文所得结果包 含许多已知结果作为特例
.

二
、

预 备 知 识

设H 是一 H ilb e r t 空间
,

我们分别用 (
· , ‘

) 和 卜!}表示H 的内积和范数
.

如果K C H 是一闭凸锥
,

我们用K 签
表示 K 的极锥

, 即

K 务 = {。〔H
:
(
。 ,
。)> o , V v〔K }

给定映象m : K , K
,

A :
万、 厅

,

T :
H , H 和犷

:
H , ZH ,

我们考虑下述问题
:

找“〔K (
。
)

,

夕〔犷(
。
)使

T u + A , (K 芳
(

u
)

,
(

u 一。(
。
)

, T “+ A , )二 o (2
.

1 )

其中K (u) = 。(刃 + K
,

K 权u) = (。(u) + K )气如果。
,

A
,

T 和
一

犷都是非线性映象
, 则问题

(2
.

1) 称为广义强非线性拟补问题
,
如果厂

:
H , H 为恒等映象

, m , A 及 T 为非线性映象
,

份
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则 问题 (2
.

1) 等价于找
u〔K 〔u) 使

T 。+ A 。〔K 关
(
。
)

,

(
u 一。(

u
)

,
T u + A u

)二 o (2
.

2 )

问题(2
.

2 )称为强非线性拟补间题
.

‘

我们指出
,
如果m 二 O,

则 问题(2
.

2 )等价于找眨K 使

犷u + 月。〔K , ,

(
u ,

, u + A u
)二 o (2

.

3 )

问题 (2
.

3 ) 称为强非线性补问题
.

如果H 一 R
” ,

K = R 早= {u〔R
”

:u > O} , 济,
妊 , T 和犷都

是非线性映象
,

则问题 (2
.

1 )等价于找
。〔K (

。
)

, , 〔F (
。
)使

T u + A 夕〔K 朴
(

u
)

,

(
u 一 m (

。
)

,
T u + A , )= 0 (2

.

4 )

如果H ~ R
” , K = R 票

,

则 问题 (2
.

2 ) 等价于找
u〔K (u) 使

T u + A u〔K 朴
(

u
)

,

(
u 一 m (

u
)

,

T u + A u
)= o (2

.

5 )

而问题 (2
.

3 ) 等价于找
u〔R 琴使

T u + A u ) o ,

(
u , T u + A u

)= o (2
.

6 )

如果H ~ R
” ,

K ~ R 草
,

T 是下述形式的仿射映象
:

T “二M
“十 q

其中 q〔R
” ,

M是
, x 。矩阵

,

则问题 (2
.

6) 称为适度非线性补问题
,

即找
u〔R 草使

M
“+ Q+ A u

> o ,

(
。,

M
。+ q + A 。

)= o (2
.

7 )

问题 (2
.

6 ) 和 (2
.

7 ) 产生于下述类型的带约束条件的非线性偏微分不等式的有限差分

(有限元 ) 逼近
:

一 Lu
(“ )+ f(x , u

(x ))李0
, \

, 〔D ; 。(劣 )) o , x 〔D

。
(二 )〔一L u

(二)+ f(二 。(戈))〕二 0 5 戈〔D , 。
(二)= 夕(劣)

,

飞 (2
.

8)
戈〔S ,

其中L是已知的线性椭圆型算子
, D c 刀

:

是具边界 S的定义域
,

f( 二,

城劝 )是 x 和u( x) 的非线

性函数
, g (x )是已知的函数

.

可以写成形如
几

(之s) 式的熟知的自由边值问题
,

包 含媒质渗

流问题
、

轴承平衡 问题和弹性接触问题 (参见〔3 , 4 , 5〕)
.

显然 , 问题 (2
.

2 )、(2
.

7 ) 都是问题 (2
.

1) 的特例
.

三
、

迭 代 算 法

首先
,

我们给出下述结果
.

引理3
.

1 如果K (
u
) = m (

u
)+ K

,

贝r}

了
朴
(

u
)= 。关

(
。
) 自K 朴

证 m 赞
(

u
) 门K .

C K 朴
(

u
)是显然的

.

另一方面
,

对
‘

二〔K 赞
(“)

,

因为 0〔K
,

故济(
u
)〔K (

u
)

,

从而扭
, m (

u
))> 0 , 即x 〔m 关

(
u
)

.

其次
,

我们证明x 〔K 气 设相反
, x 敏K 关 ,

则 存在
: 〔K

,

使得 (劣
,

习 < 0
.

令

a = (x , m (
。
))/ (一 (二

, :
))

, 夕= 二(
。
)+ (

a + 1)
z 〔K (

u
)

则 a > 0且 (x , g ) = (x ,
m (

u
))+ a

(二
, z

)+ (二
, 二

)二 (二
, 二

)< 0

矛盾
.

故 二〔K 朴 , 从而 K 苦
(
“
)C m 朴

(
u
)门K 气 这 与 ‘〔K 关

〔
u
) 相矛盾

.

因此 , “〔K气 从 而

K ,
(“)c m 铃

(
u
)门K 苦 ;

综合
_

匕述证明知 K 气的 = 。气刃 n K气

引理3
.

2 (N o or 〔1 5〕) 如果K C= H 是一闭凸集
, : 〔H 是一给定点

,
则正K 满足下述不

等式
.

(
“一 : , v 一“

)> o , V 。(K
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当且仅当
“二尸K :

.

(3
.

1)

其中尸
二是H 到K 的投影

.

引理 3
.

3 (N o o r〔1 5〕) 由 (3
,

1 ) 式所定义的映象P ‘是非扩张的
,

即

{}P
二 u 一P 、。

}}‘ !}u 一 v
}}

,

V u , v〔H

引理 3
.

4 (N o o r 仁16 〕) 如果K (
u
)二 m (

u
)+ K , K 仁H 是一闭凸集

,
贝IJ对 任意 u , v〔H

,

有
p 二 (。 ) v = 脚(

“
)+ p 二

(
v 一 m (6)) (3

.

2 )

引理 3
.

5 设K c H 是一闭凸锥
, K (u) 二 。(u) 十K

.

则 、〔K (u)
, , 〔犷(u) 是广义强非线

性拟补问题 (2
,

l) 的解
, 当且仅 当 屹K (u)

, y〔厂(u) 满足下述广义强非线性拟 变分不等式
:

(
v 一u ,

T u + A 夕)) o ,
丫。〔K (

“
) (3

.

3 )

证 设 u〔K (
u
)

, 夕〔犷(u )是问题 (2
.

1 ) 的解
.

因为K (
u
)二 , (

u
)+ K

,

若 v〔K (
。
)

,

贝,J

存在
: 〔K

,

使
v 二 阴(u) + : .

由假设知

(T u + A y , 。一。
)= (T 。+ 月y , m (

u
)+ 二一 u

)

= (T u + A 夕, m (
u
)一

u
)+ (T “+ A , , z

)一 (T u + A , , z
)> 0

这表明
u〔K (

u
)

, , 〔犷(
u
)是问题 (3

.

3 ) 的解
.

反之
, 设 。〔K (

u
)

, 夕〔犷(
u
)满足 (5

.

3 )
,

则 u 一 m (
u
)〔K

,

从而2 (
u 一二 (

u
))〔K

.

又因o〔K
,

故。(
u
)〔K (

u
)

.

在
’

(3
.

3 ) 式中分别取
。一 2 。一。(

u
)和

v = m (
。
)

,
有

(T 。+ A g , u 一 m (
u
))译 0 ,

(T u + 月梦
, u 一m (

u
))成 o

由上面的不等式知

(T u + 月夕, u 一m (
。
))二 o (3

.

4 )

下面证明 T “+ A 夕〔K 权u)
。

在 (3
.

3 ) 中取口二。(u) + 二 ,

有
o《(犷

。+ 姓y , 。一“
)二 (犷

u + 过y, 。(
。
)+ : 一“

)= (犷
u

牛城y , z
)

这表明 T u + A 夕〔K气 另一方面
,

令
v = m (

u
)+ u ,

贝,Jv〔K (
u
)

.

在 (3
.

3) 中取
v = m (

u
)+ u ,

有

o《(T u + A g , m (
u
)+ u 一 u

)= (T u + A v , 。(
u
))

这表明T “+ 月, 〔。关
(
“
)

.

由引理抓1知T u + A , 〔K 权u)
.

证毕
。

引理 3
.

6 设K c H 是闭凸锥
,

K (u )二
, ;

(
u
)+ K

,

则 u〔K (
u
)

, 夕〔厂(
u
) 满足 (3

.

3 ) 当

且仅当正K (幻
, , 〔厂(u) 满足下述关系

:

u = 几m (
u
)+ 几P 二〔u 一 p (T “+ A , )一。(

u
)〕一 (1一 1)

u
(3

.

5 )

其中 O< 元< l , p > O是常数
.

证 由引理3
.

2与3
.

4即得
.

根据引理3
.

5和 3
.

6 ,

下面我们给出拟补问题 (2
.

1) 的一般的和统一的算法
.

算法 3
.

1 设 K c 万 是闭凸锥
, m : K 、尤

,
T :
万。H

,
A :

H , 万
, 犷 :

万 , C (万 )
,

其

中C (H )表万的非空紧子集的全体
.

对任意给定的u0 〔K
,

取脚〔犷(
。。

)
,

令
u : = 几m (

u 。

)+ 几尸二〔“
。
一 。(犷

u 。+ 月v 。

)一
n :

(’u
。

)〕+ (z 一之)
u 。

因 g
。

〔犷(
u 。

)〔C (万)
, 由 [ 17〕知存在g :〔厂(

u :
)

,
使

!!夕
。
一y , }l簇H (犷(

u 。
)

, 犷(u ;
))

其中H (
· , ·

)是C (H )上的 H a 二d or ff 度量
.

令
u : = 几。(

u :
)+ 之P 二〔u : 一 p (T 。 : + A , :

)一川(
u ,

)〕+ (1 一几)u :
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由归纳法
,
我们可得两序列王

u ,

}和通g
。

}如下
:

g ,

〔犷(“
,

)
,

}}夕
。
一 g 。十 :

11《H (厂(。
。

)
, 厂(

u 。 + :
))

u , + :
二几。(

u 。

)+ 汽P二仁“
,

一 p (T 。。 + A y 。

)一m (。
。

)〕+ (卜几)
u 二

(
n = 0 , l , 2 ,

⋯ )
} (3

.

6 )

其中 。< 只< 1 , p > o为常数
. ‘

如果犷
:
H , H 是恒等映象

,

则由算法3
.

1易知

算法 3
.

2 给定u0 〔K , 计算
。, + , 二几。(

u 。

)+ 几P 二〔u 。
一 p (T u ,

+ A u 。

)一 , (。
,

)〕+ (1一几)。
,

其中 0 < 兄< 1 , P > 0为常数
.

如果fn “ 0 , 则由算法 3
.

2有

算法3
.

3 给定街( K , 计算
u , 十 , == (1一几)u 。

+ 几P 二〔u 。
一p (T “。 + A 。。

)〕 (
n

其中 O< 几< 1, p > 0为常数
.

/

(
”= 0

,
1 , 2 , ⋯ ) (3

.

7 )

= 0
,

1
,

2 ,

⋯ ) (3
.

8 )

四
、

存在性和收敛性

本节讨论广义强非线性拟补问题 (2
.

1) 解的存在性及 由算法所构造的序列的收敛性
.

首先
,
我们给出下述定义

.

定义 4
.

1 映象T :
H 、H 称为

( i ) 强单调的
,
如果存在常数a > O,

使得

(T u一 T 。, “一 v
)) a {}卜

v
!1
“, V “ , 。〔H

(11 ) L ip s e hitz 连续的 ,
一

如果存在常数刀) o ,
使得

}{T
“一 T 沙 }}戈刀}1“一

v
!!

,

V u , 口〔万

注 如果T :

H * H是强单调的 LI Psc hi tz 连续映象
,

则a ( 刀
.

定义 4
.

2 集值映象厂
:
H 、C (月 )称为 H

一

L ip sc lii t z
连续的

,

如果存在常数冲> o , 使得

H (犷(、)
, 犷(

。
))‘珍!!。一 口l}

, V u , 。〔H

定理4
.

1
_

设T ,
H * H 是强单调 (单调常数为a)

、

Li p s o hi tz 连续映象(L 勿s o hi tz 常数为

刀)
, A :

H 、H 是 L ip s e hi tz
连续映象 (L ip se h it z 常数为 雪)

, 。 : K , K 是 L ip se h it z
连续

映象 (其 L ip se hit z
常数为? )

, V :
H 、C(H ) 是 H

一
L ip se h it z

连续的 (H
一

L ip s e h it z 常

数为的
.

如果

心
丈1

。- a 一 (1 一 2夕)幼
刀

2
一古

2叮2

〔a 一 (1 一2 , )蜜”〕
名一理(刀

2
一套

2斤么)(夕一 , 么

)
刀

2

一君2刀2

a > (1 一2 , )省。+ 2材 (夕
“‘省

“。么)(少而
2
)

-

席粉< 1 一2夕, 夕< 1 / 2 , 省粉< a

(4
.

1 )

(4
.

2 )

(4
.

3 )

则存在
u〔K (

。
)

, y〔犷(
。
)是广义强非线性拟补问题 (2

.

1) 的解
, 且 由算法3

.

1所构造的序列

{u 。}及切
,

}分别在H 中强收敛于u及 9
.

证 由算法3
.

1及引理3
.

3 ,
有

n
u 。 , : 一 u ,

}!二 }!凡二(、
。

)+ 几P二〔u ,

一p (T 。,
+ A g

。

)一 , (
u 。

)〕+ (l一几)
u 。
一几二(

u 。 一 ,
)

一元P ‘仁。
, 一 ,
一户(T u , 一 ‘+ A 夕

” 一 ,
)一 m (

。。 一 :
)〕一 (1一几)

u一 :
U

‘几!}m (
。。

)一。(
u 。 一 :

){}+ (1 一元) !}
。 ,
一 “一 :

l

+ 几}。
。
一 u” 一 ,

一 p (T 。。 一T u 。一 :

)一p (A g
,
一A 夕

。 一 、
)一附(

u ,

)+ 二(
“, 一 :

) l



H il b e r t 空间中广义强非线性拟补问题 4 狂7

簇 2几11叨(
u 。

)一 m (
u 。 一 ;

) {1+ (1 一几)l
。。 一 u 。 一 :

1}

+ 凡}}
。。一 “。一 : 一户(T u 。

一 r 。 : 一 1

)}l+ 之p }!月夕
。
一月夕

, 一 : }}
’ -

因为T 是强单调
、

L IPs
。价tz 连续的

,

所以

}}u 。
一 u 。一 1

一P (T 。 。
一 T u , 一 ,

)}1
“

( (1 一Z Pa + p Z

刀
2

){}: ; ,

一 : ; 。一 ;

11
“

又由刁的 L IPs c hi tz 连续性及厂的 H
一

LI Ps c hi 愧 连续性可得

}}刃夕
。
一月夕

, : 一 ;
}1( 雪i}夕

。
一 , , 一 ,

l}( 雪H (犷(
u 。

)
,

犷(
。。 一 ;

))簇细 11。
。

一 。。 一 : {{

综合上述不等式及。的 L ip s c hi t z 连续性
,

有

!}
u , + 1

一 u 。

!}( 口}}
。。 一 u卜 :

}! (4
.

4 )

其中 0二 2几, + (1 一幻 + 几斌
一

1‘ Z p a + 川夕 + 几p 切

由条件(4
.

1 )、(4
.

3 )易知。< 0< 1
,

因此
,

根据 (4
.

4 ) 易知 {u ,

} 是 万 中的 C a o e hy 序ylJ
.

设“。

, 城
。、co )

, 由(3
.

6) 有

}{v
, 十 : 一 , ,

}!簇 H (厂(
。。 十 l

)
,
犷(

。。
))《冲{{

u 。 十 :
一 。。 1}

从 而勿
,

}也是万中 C a
鱿hy 列

.

设如 , , (
, 、。)

,

利用算法 3
.

1及 尸K ,
T

,
A

, m 的连续

性
,
我们有

u二几。(
:‘
)+ 几P K 〔u 一p (T u + 挂梦)一。(

、
)」+ (1 一几)

u

即
甲

u二。(
u
)+ P 二〔u 一 p (T 。+ A y )一二(

。
)〕〔K (

u
)

现在证明 u〔犷(u)
,

事实上
,

〔l(g ,
厂(

。
))( 11夕一夕

。

I!+ d (y 。 , 厂(
u
))( }}g 一夕

。

!!+ H (厂(
。。

)
, 厂(

u
))

《 {{梦一v 。

l{+ 冲{{
u 。
一 u

l}

其中 d (夕
, 厂(

u
))二 in f{ }}夕一二

l}
: z (厂(

u
)}

.

由上述不等 式 易
、

知 d (夕
,
犷(

u
))= 0

,

因 厂(
u
)〔

C (H )
,

.

故有v〔厂(
u
)

.

由引理3
.

5及3
.

6知 u〔K (
u
)

, v〔厂(
u
)是问题 (2

.

1 ) 的解
,

且

“。令 u , y 。

斗y

证毕
.

如果犷
:
H , H 是恒 等映象

, 则 由定理4
.

1易得下述结果
.

定理4
.

2 设T
, 烧和A 与定理 4

.

1相同
,

如果

}(p 一 (a 一 (1一 2 , )豹)/ (刀
2
一舀

2

){< 斌〔友
一

二不丁二2刃省〕
玄‘4 (刀

“
二占

2

)(? ‘争
2

) / (刀
2 一君2 )

a > (1 一 2 , )省+ 2斌
~

了乏二酉恋又子一尹)
, p 占< 1一 Zv , ? < 1 / 2

,

占< a

则问题 (2
.

2 ) 有解
u〔K (u)

,

且由算法3
.

2所构造的序列蓬
u ,

}在H 中强收敛于u(
u 。

、u)
.

定理 4
.

3 设T
,

A 与定理 4
.

1相同
,

如果m 三 O ,

且

0 < p < 2 (a 一君)/ (刀
“一梦)

, P言< 1 ,

雪( a

则问题 (2
.

3 )有解正K
,

且

“。 , “ (
n , 。 )

其中 夭“
。

} 是由算法3
.

3所构造的序列
.
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