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摘 要

本文从 N ov 皿五il o v 的非线性弹性理论基本方程出发
,

经适当的简化
,

用沿梁横截面积分的

方法导出任意非均匀初始应力场作用下的横向各向同性梁的运动方程
.

当初始应力不存 在 时
,

方

程退化为经典的 T i也os 五en k。 梁方程
.

作为例子
,

本文用所得的方程
,

研究了在初始轴向力
、

初

始弯矩作用下的横向各向同性梁的屈曲及振动特性
.

一
_

己1 言、 , 产 l 卜闷

初始应力问题很早就引起人们的注意
.

M
.

A
.

Bi ot 建立了在 初始应力作用下 的 三 维

弹性理论
〔, ’,

并研究了初始 应 力 对 杆 的 扭 转 刚 度 的 影 响〔, , .

G
.

H er rm an n , A
.

E
.

A r m e n a kas 研究了初始应力下板的振动和稳定性问题
〔3 ’.

E
.

J
.

B r u ne ll e 从一个梁的微元

体动力平衡出发
,

导出了梁在初始轴向压力作用下 的运动方程
,
并讨论了梁的屈曲和振动特

性
〔‘’ .

为了导出横向各向同性 T im os h e n ko 梁在任意非均匀初始应 力场作用下的一般 方程
,

本文从 T r e fftz 应力分量和 L ag r a n g ia n 坐标表示的非线性弹性理论出发“
’,

经适 当 的 简

化
, 用沿梁的整个截面积分的方法

,
得到一组描述横向各向 同 性 Ti m os h e n k 。 梁在任意初

始应力作用下的运动微分方程
.

该方程考虑了梁的转动惯量和剪切变形的影响
.

作为例子
,

本文分别讨论了梁在初始轴向力及初始弯矩作用下的振动和屈曲问题
.

二
、

基本方程的建立

以 T : ef ftz 应力分量和 L ag
r a n gi a n 坐标表示的非线性弹性理论基本方程

,
当相对伸长

和剪切变形为小量时可表示为
「. ’
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对应的边界条件为

.

何福照推荐
.
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其中
,

吸 , , X
·

和尸
·

分别为弹性体的应力 : 体力和面力
; 今为相对于空间坐标系的C “r te , ia ”

位移分量 ;
‘

“‘是 L ag
r a n g ia , 坐标

; n ‘
为弹性体夕裱面法线相对于空 间坐标系 的方向余弦

,

占, ,

为 K r o n e e k e r d e lta 函数
,

“, ,

一

{
O J斧 s

I J = s

V
.

V
.

B ol ot in 从方程 (2
.

1)
、

(2
.

2 ) 出发
, 导出了在初始应力状态下物体 受扰后变形

和应力所满足的方程
‘。 , .

在 微小抚动假设下
, 方程可线性化为

簇
‘

怀
,

黝
+

会
+ ‘

a+a
‘泞令 (2

.

3 )

边界条件为

Pa+
△Pa 一

(“
,

舞
+ 味)

脚
一

“,,., 一 ,
,

,

2 , 3 ,
(2

.
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其中
, 忍

, , 行 。, , P
s

和叉
,

分别表示初始位移
,

应力 , 面力和体力
; ‘ , 山 , ,

尸
8

和 X
。

分别表

示由于扰动产生的位移
,

应力
,

面力和体力 , 八尸
8

和八X
。

分别表示由于扰动引起的初始面力

和体力的变化
; 一 p 口2‘/由

“则表示由于扰动而产生的惯性力
.

对于梁我们这样建立空间坐标系
,

取坐标凡
,
气分别为梁横截面的惯性主轴

, 二 :

则与梁

的纵廊主轴重合
,

并假设被扰运动发生在劣、一二。
平面 内

.

考虑到梁的变形特性
,

我们假设被扰位移“: 和叽取下列形式
u : 二 u (二

, , t )+ x 。功(, , , *) +
v :

‘

(二
3 , t)

‘

(2
.

5 )

。 3 == 。(二
: , t)+

。s
(二

: , x : , t)
.

(2
.

6 )

其 中
, “和。分别可看作梁截面沿轴向和横向的平均扰动位移

,

功看作横截面相对于中性轴 的

平均转角
,
且可表示为

(2
.

7 )

其中
,

一直丁{
一“一“·

3 , W 一

二
一

11
一“一“二3 ,

功一乡J丁
! a·, J二名。二

3

“ 一

!!
d 二

Z
d X 3

为梁的横截面积
;

I一

丁{
二 , d x Z d x 3

为截面对二2

轴的惯性矩
; 。 : 则表示横截面的翘曲

.

由方程(:
.

5 )一 (2
.

7)易推知

丁丁
·: 、一、二

3
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对于横向各向同性梁
,

我们假设被扰动的应力
一

位移关系满足线性弹性规律

a , : 二E 口u ;
/ 叙

,

。 : 。= 元ZG (口
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其中
, E 为平面弹性模 量 ; G 为横向剪切模量

; 护 为 M in dl in 剪切修正因子
, 对此 M in dl in

和 D er e si e w ie z 曾讨论过并给以正确的定义
‘7 ’,

这里护 将取 砂 / 12
.

对于各向同性材料则有

矛= 1
。

为了便于导出方程
,
我们将方程(2

.

3 )写成更方便的形式

口 / _ 口u . \
。二八

仃 ‘, 。x
歹

一

)
+

一

夕
’ J

O 劣‘
(2

.

1 1)

众(
“

,

舞)+
一

万
. ‘

O X ‘
(2

.

1 2 )

粼
‘一

会)
+

会
+ 尤 3 + “尤 3一

石羚 (2
.

1 3 )

(i
, j= 1 , 2 , 3 )

将方程(2
.

1 1)乘以 d‘ : d x 。,

方程 (2
.

1 3 )乘以 d “
:
d x 3 , 方程 (2

.

11) 乘以 x od ‘ : d ‘。
,

再分

别沿整个梁 的横截面积分
,

并利用边界条件(2
.

4 )和关系式(2
.

5 )‘飞2
.

10)
,
我们得到在任意

初始应力作用下横向各向同性 T im os h e n k 。 梁的运动方程
【“’
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.
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M
,

一
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其中
,

N : ,

M
: ,

M 全
,

O
: ,

Q犷和N :
分别表示初始应力的合力

.

它们被定义为

N ! 一

{{
‘ 1 ! d ‘吕d , 习 ,

M
! 一

I卜
3 a ! !

“
Z d , 习,

Q
!
一

{{
‘ 1 3

d 二 : d 二
3

M , 一

价
,‘

1 ! d 二: d “
3 ,

Q卜{卜
3‘ ! 3

d ‘
Z
d ‘3 ,

N
习
一

{{
‘3 3d 二

Z
d二

3

K 为 T im o she n ko 剪切系数
, 它与梁的横截面形状有关

,

根据 C o w Pe
r 的定义

〔。’

2 (1 +
v
)I

A f「
_ , . _ _ , 、 _ ,

_ _

J
_ _

v 气注 1 一J 刀 乙ee 万
气

石.苏s叹X 卞苏
a再 二少“汤 2 “汤 a

上 J J

其 中
, ,
为泊松比

;

I ! 一

{{
二 , d 二 Zd ‘ 3

x(
X : , “ :

)是一个满足一定的横截面边界条件的简谐函数
,

对不同截面形状的 x 可以从一般

的教科书中查到
〔‘“’.

R : , R 犷和R 。
分别被定义为
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凡 一
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(尸
! + AP
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3

(X
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Z
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R
3
一

手
(p

3 + ‘p ,
, d

·+
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‘X
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3

, d 二
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d 二
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其中
,
ds 为 横截面边界上 的弧单元

;
、

R
,

则代表作用在单位长度梁上的轴向荷载的总增量
;

R 。
代表作用在单位长度梁上横向荷载的总增量

.

我们 注意到方程(2
.

1 4)~ (2
.

1 6 )是祸合的
,

基本未知数是
。, 。和必

.

作为方程(2
.

1 4 )~ (2
.

1 6 )的特例
,

当初始应力不存在时
,

即 N , = M
, = M 犷= Q ; = O萝=

刀
:
= o ,

方程(2
.

15) 退化为独立方程

E ‘

粼
+ 凡 -

(2
.

1 7)

方程 (2
.

1 7 )表示横向各向同性梁的轴向运动方程
.

我们注意到它与各向同性梁的轴向运动方

程是完全一样的
.

而方程(2
.

14 )
、

(2. 16 )则退化为

K A以
2

(默
+

会)
+ Ra 一PA 拿

E ‘

粼
一K‘

”

(, +

毅)
+ “ : 一PI 令

戈2
.

1 8 )

(2
.

19)

这两个祸合的方程为横向各向同性 Ti m 。。h o n k。 梁的横向振动方程
.

对于各向同性材料护二

1
,

方程(2
.

18)
、

(2
.

1 9 )有下列形式

KA成裂
+

黝
+ 凡一、令

“‘

粼
一K A G

妙
+

一

舞)
+ “卜

p‘

令

(2
.

2 0)

(2
.

2 1)

方程 (2
.

2 0 )
、

(2
.

2 1)即为各向同性 T im o sh e n k o 梁的基本方程
.

我们也可以从方程(2
.

2 0)
、

(2
.

2 1) 中消去功
,
并令R 犷= 0 , R 。二0 , 贝叹得方程

EI 穿
+ PA令一、(

1 +

晶)
口4叨

口, 受口t
Z

.

Ip 名 口
4功 _

。

个K 百 a产一 ~ v (2
.

2 2 )

这就是我们熟知的 Ti m os h e n k 。 梁的运动方程
〔” ’

.

三
、

方 程 的 应 用

作为第一个例子
,

我们研究横向各向同性梁受到初始轴向力作用的情形
.

设口 : :
为常数

,

则对应的初始应力的合力为

N ! 一

{{
‘1 l

d 二
Z
d x 3

一
,

,

M
l
一M : 二Q

! 一 Q”一N 3 一”
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为方便起见
,

设N
:
二尸

,

则方程(2
.

14 )~ (2
.

1 6 )变为

(尤AG 料
尸 ,

念
+
KA 屏裂

一p ,

令

(““ + P) 粼
一 p、

豁

‘(“ + 尸/A ,

黔
一 K A G ”

(,
+

忽)
一风介

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )

1
.

纵向振动

方程 (3
.

2) 是个独立方程
,
它描述横向各向同性梁在初始轴向力作用下的纵向振动

.

若

考虑边界条件

严 ! 一。

o x z l欠i = 0
,

I

我们可假设方程 (3
.

2 ) 的解为

行兀 ,

二
,

u ” u “ c o s
一

l一劣e x p L毖。” r」 (3
.

4 )

将式(3
.

4 )代入方程(3
.

2 )得

。 : 一

(
, + 尸

E A )f( 黝
n‘

/
自.几

、,/(岛
。

一

(
1 + 尸

E A
(3

、

5 )

其中
,

(Q,
,

)
。
~ (

n , /l )斌 E /万为零初始应力状态下梁纵向振动 的固有频术
.

由式 (3
.

5 ) 可知
,

初始轴向拉力使杆的固有频率增大 (尸 取正值 ) ; 初始轴向压力使杆

的固有频率减小(尸取负值)
,

且 当轴向压力等于E A 时
, 。。

= O,

此时轴向压力尸达到它的临

界屈曲值
.

2
.

弯曲振动

相互藕合的方程 (3
.

1 )
、

(3
.

3 )描述了横向各向同性梁在初始轴向力作用下的弯曲振动
.

为讨论方便
,

引入以下无量纲量

“一
今

,
T

Z
-

A 12 ,

~ 尸1
2 一 E

叼~ EI
,

口~ 尤疏
口2 =

并且假设

切 = 附(占)
e x p [ io t〕, 功二中(雪)

e x p〔io t ]

则方程(3
.

1 )
、

(3
.

3)可化为

(1 + T 艺
QD )附

扩
+ T

Z
日ZD 附+ l中

,
= O

一 T ZD (1 + T
“

O )中
“

+ (1 一 T 4口
Z

D )少 + I
一 ‘

研
尹
二 0

其中
, “ ‘”

表示对君求导
.

从方程(3
.

6)
、

(3
.

7 )中消去巾或才得方程

(3
.

6 )

(3
.

7)
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a
尸内 + b附

“
+ c
牙二 o (3

.

8 )
a少 :‘, + b少

”
+ c少二 o (3

.

9 )

其中
, a 二 (1 + T

Z

Q)(1 + T
“

QD )
,

b = 丁
戈
口2

(1 + D )一 (1 一ZT
咚

口ZD )Q
, e == (T

4
口ZD 一 1 )口

么

对于梁的典型端点
,
有边界条件

i) 简支端
:

研 = O
,
少

/
= o (3

.

10)

11) 固定端
:

砂 = o ,
小 = 0

.

(3
.

1 1)

iii ) 自由端
:

巾
,
二 0’ 牙夕I一。 ~ 。 一 (s

.

12 )

利用合适的边界条件(3
.

10 )~ (3
.

12 )
,
求解方程(3

.

5)
、

(3
.

的
, 则可得横向各向同性梁

在初始轴向力作用下的固有频率和模态
.

本文将 以简支梁为例讨论它的横向振动问题
.

对于不同数值 的 a 、

b
、 c ,

方程(3
.

5)
、

(3
.

的可能有木同形式的解
.

因而除了弯曲振动

的模态之外
,

还可能预见出现剪切模态
.

一些研究指出剪切模态的出现是 Ti m os he
n ko 梁理

论的不可避免的推论仁‘2 , 〔‘“’.

正如在 M in dl in 板理论中还会推出沿厚度方向的扭转模态和剪

切模态一样
,

它没有任何物理意义
.

所以木文只讨论有意义的弯曲振动模态
.

当a > 0 , c < o时 , 方程(3
.

8 )
、

(3
.

9 )的解为

牙(君)= 月
, e h a雪+ A : s h姑+ A o e o

叨占+ A
4 s in刀雪 (3

.

1 3 )

叻(雪)一
a声h孕雪+ a Z c h a 雪+ a 3s i“刀君+

a ‘c o叨雪
, /

(3
·

14 )

其中
, a = 〔(一b + 斌 6

2

一这a 。 )/ Z
a 〕

’‘艺,
口二〔(b + 斌 石

2

二4 a e
)/ Za 〕

’‘2

对于简支梁
,
考虑边界条件(3

.

10 )
,

由式(3
.

13 )
、

(3
.

14 )可得频率方程
sin刀= O

·

(3
.

1 5 )

对应的弯曲振动 的模态为

那
。

(雪)= 月
。sin刀

,

占, 少
,

(雪)二 一(夕
。
l)

一 ‘〔刀柔(1 + T “QD )一 T
Z
口乏D 〕A

, e o s
月

”

雪

展开频率方程(3
.

1 5 )可得到在初始轴向力作用卞的梁的频率

。
。

= 〔(
e 干以砂二疗)/ 2 〕

, ‘么
(3

.

1 6 )

其中
, e = (T

4
D 丫

‘+ n Z二 2[ (l + D
一 ‘

)T
一2 + 2印

, 一
。, 二“(:

‘。)
一 ‘〔(: + 。T

,

。)(1 + 。八
, , , ,

+ Q〕

方程(3
.

1 6) 给出了频率口
。

与轴向力O的关系
.

图 1 给出了第一阶固有频率口
, 与Q的关系

.

对

于横向各向同性材料
,

平面弹性模量E 和横向剪切模量G 之比值E / G 很大
,

通常在20 至50 之

间
.

这里
,

E / G 取我们感兴趣的范围
,
护二扩 /i 2 ,

K 二 0
.

8 4 5 9 (矩形截面)
.

由图 1 可看出

轴向拉力使梁横 向振动的固有频率升高
; 轴向压力使固有频率下降

.

3
.

屈曲问题

当轴向压力足够大时
,

口
,

将变为零
, 我们说此时梁处于屈曲状态

.

为方便
,

令N
、
二一尸

,

P > o则方程(3
.

1 )~ (3
.

3 )变为

(K , G : 一尸)考哩+ K A G 。
少

二 。

’

J X 王 “劣 生
(3

.

1 7 )

, (: 一p /A )

容
一 K A o

Z

伽
十

会
一

)
一”

(3
,

1 8 )

从方程 (3
.

1 7)
、

(3
.

1 8 )中消去功得
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我们分别绘出简支梁和固支梁的屈曲系数与比值百 / G 的关系图 (图2 )

.

仍取 护= 扩/ 1 2
,

K 取 0
.

8 4 5 9
.

为了比较
,

我们用虚线表示 B r o
ne ll e

在相同边界条件下的屈曲系 数
.

从 图中

可以看出
,

对于矩形截面梁
,

两者的结果是接近的
.

第二个例子我们将讨论简支梁在均匀初始弯曲应力作用
’

下的动力特性
.

见图 3 所示 ,
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初始应力作用下的横向各向同性梁 5 4 5

根据方程(3
.

2幻我们可得系统固有频率 与E / G 的关系 图
,

图 l(b ) 中的点划线即为初始

弯矩作用下系统基频与习G 的关系曲线
.

结果表明
, 初始弯矩对固有频率的影响是很小的

.

四
、

结 论

上述的讨论表明了初始应力对梁 的静力与动力特性有着不可低估的影响
.

通常梁的横向

振动用简单的 E d er
一
Be r n 。叭 li 梁理论来描述

,

它略去了梁质量的转动惯量和剪切变形的影

响
.

当梁的截面尺寸对固有频率的影响不能忽略或当考虑高阶模态时
,

简单梁理论将产生较

大的误差
.

方程 (2
.

1 4 )~ (2
.

1 6) 是由非线性弹性理论基本方程推出
,

它不仅包含转动惯量和

剪切变形的影响
, 而且还体现了剪切系数K 的影响

,

因而它是描述任 意 初 始 应 力 状 态 下

Ti m os he nk
。
梁 的更为严格更一般的运动方程

,

而且我们可以很方便地用本文导出的方程讨

论任意初始应力状态下的静力
、

动力问题
.

由前面的例子又可看出
,

.

不论是振动问题还是屈曲问题都与剪切系数K 有关
, 而K 取决

于横截面的形状
.

B r ‘
ne ll e 的讨论仅限于初始轴向力作用

, 并且没有考虑K 的影响
〔弓’.

对于

常见梁如矩形截面梁K = 0
.

8 4 5 9 , 圆形截面梁K 二 0
.

8 8 6 ,
这时 B r u

ne lle 的结果与本文相接

近 ;
而空心截面梁如 圆环 K = o

,

5 3 0 6 ,

正方形框 K 二 0
.

4 3 5 5 ,

由表达式 (3
,

1 6 )
,

(3
.

2 2 )
,

(3
.

23 )容易看出
,

不涉及K 的讨论可能导致大的误差
‘

.
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