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摘 要

本文采用罚
一

杂交 / 混合有限元列式
,

并引用由粘度加权的连续方程的 另一种摄动
,

建议了一

种新的粘性不可压幂律流体流动分析的有限元法
。

提出了一个数值算例
.

以显示方法的有效性
。

一 引 言、 , 户

二
~ 」

现代工业中经常遇到的非牛顿流体
, 由其本构关系来表征

.

在许多实际场合
, 与剪应力

相比 , 法向应力差的影响很小
,

非弹性幂律流体模型足以描述流动特性
.

当考虑流动的数值

模拟时 , 通常采用有限元速度
一

压力混合列式
〔‘’
或单变量罚函数列式

‘么’.

但两 者 皆有某些缺

点和限制
‘“, ‘’.

作者建立的罚
一

杂交/混合有限元法
‘“一 ? ’,

仅以节点速度作为求解变量
,
亦无

伪压力模式问题
, 并给出高精度的速度和压力解

.

这里
,
我们把它推广用于幕律流体的流动

分析
.

由于粘度的变化可超过一个量级
,
这会给传统的罚函数列式造成 困 难

,
需 要 加以修

正 ts ] .

二
、

模 型 问 题

考虑不可压缩粘性幂律流体
.

令口表示 尸 中的有界开区域
, a口 为其分片光滑边界

, 并

且。口~ S
,

U S
。 , S

。

门S
。
二中

.

动量守恒
、

质最守恒
、

协调方程及边界条件给出
:

。 ,
·

V 一 V p 二p (u
·

甘)u 口内 (2
.

1)

甘
·

u 二 o 口内 (2
.

2 )

v = (
· ,甘+ 甘u )/ 2

’

口内 (2
.

5 )

u 二 。 5
.

上 (2
.

4)

T一了 S
。

上 (2
.

5 )

而粘度函数可表示为

拌( I )= K 。 I 一
,

(2
.

6 )
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这里
, q 尹

是偏应力张量
,

P是静水压力
, u 是速度矢量

, V 是应变率张最
, p 是质量密度

, O是

又上的指定速度
,

了是S
。

上的指定面力
, I 是应变率张量的第二不变量

, K 。是参数
, ”是幂

律指数
.

对于剪切变稀流体
, n < 1

.

易见 ,
随着

n
的减小

, 问题的非线性程度将增加
.

而”>

1对应于剪切增稠流体
,
这在实际流体 中是少见的

.

三
、

有 限 元 列 式

现在 , 将口剖分成有限数目的子区域 (有限单元 ) 9
. ,

k = 1 , 2 ,

⋯
,

N
,

并定 义 如 下

空间

T
。
== {(叮

‘ ,

夕
‘

)
: a {

, = a l
‘, a : , 〔H

‘
(口

.
)

,

p
/
〔H

’
(口

。
)

,

叮 ,
·

甘一甘p
,
二 0

, 1( k( N } 、

H = {u〔(H
‘
(口))

3 : u = 。
,

在S
一

上 }

H
。
= {u〔(H

,

(口))
3 : u = 0

,

在S
一

上 }

p = {p
。
〔L ,

(口)
, p

。

}。
‘
二 c o n s t , 1《斌N }

其中,
H

‘
(口)是S o b ol e v 空间

.

由此 ,
我们可构造 幂律 流体流动问题通常形 式的罚一杂交/ 混

合变分列式
:

求 u〔H
,

(o ‘ ,

夕
‘

)〔T
。,

夕
。

口
,

夕
。

I口
、

, 夕. ,
夕, 户. + p

‘ ,

使得
a .

(。
‘ ,

T )一 b(u
,

T )+ c
(u

,

p 补 )+ 1
.

(p
,

P荟 )= o
,

V (:
,

p .
)〔T

。

c
(u

,

口)+ l
一

(p
,

g )= 0 丫幢P

b(v
,
口l

)一
c
(,

,

户)+ d (u , v )二<了
, v > v , 〔H

。 } (3
.

1 )

式中 ,

州九||

!
。 .

(。
‘ ,

T )= 乙

‘

{
。、 。。

}
; )·

‘ : 1““
,
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。 、

v (·)
: 1、

·
(一 。卜鑫{

。
,

(, 二)。““
, ·

(,
,

。
卜会{

。

洲
“

、(U
,
、

卜鑫{
。‘。〔(一 , )·〕一‘“

,

<了
,

v> 二乙 {
: 。。

了一d s

￡是罚参数(。> 0 , 。《 1)
.

当考虑有限元逼近时
,

给定有限维子空间 T : c TO
,

台c= 万
。 ,

则离散变分问题为
:

(3
.

2 )

H
儿c H

,

而H

求 u 。〔H
几,

(q 二
,
夕 ; )〔T 言

,
夕

。
〔p , 夕

。

}g
。
= 夕, , 夕一 夕; + 夕幻 使得

a . (叮二
, : 、)一b(u . ,

T , ) + c又u 、 ,

P常) + t
,

(P、
,

P贯)~ o
,

V (T . ,

p 贯)〔T :

c
(u 。

,

g )+ l
一

(P
。 ,

g )= 0 V q〔P

6(v 。 , 叮 ; )一
c
(v . ,

夕。)+ d (u . ,
v .

)二 (了
, , . > v v. 〔万 : {

(3
.

3 )

由此 ,
我们用(6 x l) 矢量 q 产

表示对称偏应力张量丫
, 并假设

、.J
了

4
.产

q甘
叮矛、、u。二 N q
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竺: ” D p
_

(5
.

5 )

夕‘二夕。+ 夕艾= 夕
。 + 石p (3

.

6 )

式中
, q和 p分别是节点速度和偏应力参数

, N和。
,

石是插值 函数矩阵
.

由离散变分方程 (3
.

3 )

可得到有限元矩阵方程 (小量已略去 )

(K
,

(q )+ K
.

+ K 带
(q )) q二Q (3

.

7)

这里
,

K
,

(q )= 砂H
一

嘱
—粘性项‘= G + (1 / 厂

。

)G
, 了

s)

S T S

—
罚项

(3
.
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、.11
、了
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邢
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_ 〔。N ,
(。
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, )zN、。

一毓
项

J 舀咨

(3
.

9 )
1
.、I
口.J

门,GTOF

一一

‘、.产

P

而矩阵H , G , G 书 , S由下式定义

a ,
(o ; , 。 ; )~ p

矛H p
, b(u 、 , 仃 ; )一C( u 。,

1
.

(P丈
, P*

)=
。P , G 釜

尹
, e

(u 。, P ,
)= P o sq

注意到粘性项 K
,

中的H矩阵表达式
, 粘度 试 I ) 出现在被积函数的分母上

.

可以看出
,
对于

固定的“值
,

当 。、O 时 , 不可压条件在积分意义上得到满足
.

反过来
, 对于固定的

。
值

,
随

着 “的增大
, 不可压约束的满足变得减弱

.

为此
,

考虑连续方程的由粘度 拼加权的另一种摄

动

甘
·

u + e ,
P“ 0 , “‘ = e

/ 拼(1 ) (3
.

10 )

亦即
,
罚参数通过粘度的局部值来计算

.

此时 , 相应的弱形式则为

c
(u。, g )+ I“ (夕劣

, g )二0 V q〔P (3
.

1 1 )

这种加权形式的罚一杂交 / 混合有 限元列式
,

能更满意地保持与粘度无关的不 可压缩性
, 从而

得到更准确的结果
.

由非线性本构关系及非线性对流项导致的非线性有限元方程
,
可通过迭

奔求解
.

在下面的算例中
,
我们采用8一节点四边形单元

,
速度

、

偏应力插值与文〔6 〕中的PH S一3

单元相同
。

四
、

数 值 算 例

考虑两块平行板中的 P o ise o ille

”二。
.

2~ 1
.

。进行了有限元分析
,

速度剖面显示在图 2 中
.

可 见
, 。

随着n 的减小
,
速度剖面变得 越

-

来越平坦
.

另外
, 计算得到的压

流动 , 如图 1所示
.

采用
一

(4 x l )单元网格
, 取幂律指数

0
有限兀

一 解析解

儿一 0

~
式_ ‘

~ 乙
叫

”

匕
h

2

X

玉
2 卜一止

0娜 1 0
一 3

. 1 P o ise u ille流 圈2 油度创面



匀色乏 陈 大 鹏 赵 忠

力分布与解析解完全符合
,
这里没有给出

.

五
、

结 语

通过采用由粘度加权的连续方程的另一种摄动
, 提 出了一种粘性不可压幂律 流体流动分

析的加权罚一杂交 /混合有限元法
.

可以更好地保持与粘度无关的不 可压缩性
,

得到满意的速

度
、

应力解
.

〔1 ]

[ 2 〕
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