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摘 要

本文讨论了一个二阶双曲型奇异摄动问题
,

它的一阶导数项含有小参数 。.

首先给出该问题解

的能量估计及渐近解的余项估计
,

然后在均匀网格上构造了一个指数型拟合差分格式
,

最 后 证明

了差分解在离散的能量范数意义下一致收敛于问题的精确解
.
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在这个问题中二阶导数项和一阶导数项都含有小参数
。 .

【11 讨论 了它 的渐近解
.
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召 的 情形的差分解法

,
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.
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具有零阶退化方程的立阶欢曲型方程寄异摄动向题的一致差分格式
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。, 0 < 口 :

《C

,(a :

)
二

I《 C ,
!(几 )于!( C

·

下面分两种情 况讨论
:

(5
.

7 )

(i) A州
。
( 贝ax (1

, c 。
)

, 常数c0 在下面确定
.

这时
, 拟合因子口 3

满足

a 3

> C> 0 (5
.

8 )

对 (5
.

6 )两边按 八二么t E 乙 求和
, 利用不等式

:

了一2 ‘一 1

a b《 a Z

/ 2占+ 孙
2

/ 2 , 占> o

边界条件(4
.

5 )及估计式(5
.

7 )
,
可得

雪
e “l“。 1· ; l: +

飞
‘
护

·

A、△t兄 乙 ‘ :
畔‘

了一 艺 ‘一 l

。

+

赫
,

卖卦
几

· +

管
; 一她ax (

· ,

At 卜
一

; , 扮
J . ‘

二
孟

+

音
一。、、

: ·二
。: +

夸药 △, △‘买军aa喻 + 言”斌和 .
, . ‘

二
‘

A劣A t

2占m a x (
: ,

△t)鑫勿
+
; C砂△二△t乙 乙

。鑫(“
,

卜△O
子. 盆 ‘一二

1 。
‘

十
一

云
一

峪 d 劣O r

‘
习 E

: ,
(二

,

t一△t )

+

;
。
”“ a l“ ; , , +

;
c ‘
”。· , , +

;
C , :

“

取J适当小
,

当。
充分小时

,
可有
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e 。: a + △tb / 2 一占m a x
(

e ,

△t)一C e Z
/ 2 ) 0

从而存在常数fn ,

M > O
,

使得

m 〔。吕日扩瓦
。 , I}言+

。吕皿。二加君+ 叮。肠孟1

△劣△t

m a 二 (
。,

△t )

. 汾

E 艺 f
Z + 。2

!!: ; 皿盆+ e Z

业。
。
双之+ 理

。
n之

I一 2 ‘一 1

尹

I
J、‘.

.、

M成

、r厄Z
J

�且」
二 l

+ 八t乙 〔e Z Ifu
.
l: + 班u 从亨

了一名

故由离散的G r o n w a ll不等式 (见〔3〕)
,

得 ( 5
.

1 )成立
.

( 11 ) A戈/
。
》二

a x ( z
,
e 。)

,

这时 ( 5
.

8 )不成立 ,
在情况 ( i )的过程中 。葬项难以处理

, 必须

对上面的过程作修改
.

以。 ; + 如
; 乘差分方程( 4

.

2 )的两端 ,
其中a ,

刀为正常数
,
利用

1
, , , 、 .

△劣
, ,

1 。
_

, , _

。洲
,
’ Z L“u 一

). 十
一

万
一 o叮 一 云

o 声人 苏一 。气 不 ,

口例
J如 、命

一

a :
。 , +

一

;
一

“卿‘

_
A t

口 1“于子“ .

气 2 少‘“; ‘ +
。 :。
畜

。 。。 , . 。

一 玉(
。
川 )

,

一
弩

。片
, 一丢(。

3

冲l(x + 八二
,

, )
乙

“
结合 ( 5

.

3 ) ~ ( 5
.

5 )
,

差分方程 ( 4
.

2 )成为

a o Z

( a
! u

, ) ; +
省

a 。:△ta
! 。,‘ + a 。。: a 。: 一 a 。’( a

3“ , u ·

,
·,19曰

《

+

;
a ·’‘。

3·
, , ; +

凌
a 一A‘a

3 。: , +

;
a (”一 ) , +

;
a 八 ,“。,

+

互“(
b、”

·
+

;那
么、 。、+

一

孟刀
一a 3 A 二。 : ; 一

;”
。:

( 。
3。

, )
·

2 o m

aext(s
。 ,

△, ) +

;
a ‘rU二 ( ·

,

△, )·, + 。

孟
, ,

2

+

孟
一

“△二 。, + C a 。: 。
, ( , 一△二

,

, ) + C a 。: 。
:

+ C a o Z“荟( 劣
,

t一△t ) + C a u Z

(二
,

t一△t ) + C刀
。2

( , 一△二
,

t )

+

豁一
, +

音。
a :

二: +

会
一△ta

: ·
,

,

+ ‘

获
, 。1 ·

; +

,
2·: ( X + 。/

,

, )



具有零阶退化方程的二阶双曲型方程奇异摄动问题的一致差分格式 2 9 1

a 万一 1

两边 按 八二△t E 习求和
, 得

J . 皿 ‘一 l

;
。一}}斌a : · ; l:

: +

之
,

. 万 ~ 1

。,

(a 一刀/占)A 二A t 乙乙
a * 。
斋,

了一 2 ‘一 1

. H 一 l

+ △x 八t 乙乙 几“
蓄

了一 2 移一 1

+

;
a 。:

.!、 a 。。·
,, ,

’

口 H 一 1

a 。,
A x A t乙 乙 “ : 。

圣, +

了一2 ‘一 1
香

a ‘, “ b “’‘’
2

At2
+

十△、矛

鑫补
, ‘+

;刀△t乙 b“2
((N 一 l)△‘

,

t )
夕一 几

. 万 一 1

。,

夕A、A t习 乙
a 3 “
含

;

夕一 里 右一 1

+ ‘
3

+

;
一

洲“‘

鑫
。以“一 ‘, + I.

口

2占m a 二(
。 ,

八t)

+ 。

矗
二

卜砧
‘

鑫补
口 一 1

+ C(a + 刀)△t乞 漪。砚兮
1 + C a (。

,

l斌a : u ; !!萝
’+ “里

I}斌a 。“ ;

!I犷
2

J 一 盆

+ I}斌
一

b 。
}{梦

2
)+ I

。

(5
.

9 )

其中
△t

,

1
。 _ , ‘

八
_

。
_ ,

刀
_

_ _

1 1 = a e a ‘a 十 2 a o 一 2 a o m a X L己
,

。 ‘)一 “七 “

一 Zd
“。 2 “

I
:
一

;、
二一

*
/ 一 Zca 砂一

;脸
az 一。 众

a :
一二扩

‘3

一 ;脚
恶
△‘

鑫
。3 ·

‘(N △一 ‘)

I
‘
~ 一 a e , A t E (。

s。: u 二

)((N 一 1 )A 公
,

t)
了. 2

1 . 二C刀
巴1
△二A t E

“
吞(N △X

,

t)
了一名

我们先对1 3 ,

I.
,
几作一些处理

.

不难有
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‘‘...,.,.

1
.门

1 。 ￡2

了

”一丁p
es

了五刃
泛一 。了艺

a 。“2

((N 一 1 )A ‘
,

t)
了. 2

夕A t E a 。。,
((N 一 1 )△二

,

t )
,

(因为△x /
“
》 1 )

J一 2

I
‘

= 一 a 二
△ ,

云(a 3 : , 、)((, 一 1)△二
,

, )

1 . 之

a 。,
△t 艺 “。“幸((N 一 1 )△“

,

t)
I一 2

1 己恶

一 Z a (入劣)
, 凸r E a 。。,

((N 一 i )A x
,

t )
夕. 2

空 . 扮 ~ l

a

碌
)

2
“‘

只
“二

弓
a 3 ·

, (/
t )

己.

a 下 1
.

L凸戈
努

一

“‘

只
口3“’

((N “ ‘’△‘
,

‘’
1

1

一
2

,工0自> 一

扑
。△

* 云艺
a 3 。

: -

J . 器 t 一 1

a △t 乙 。扩(( N 一 1 )△x
,

t)
J 一 2

U

,-a

几一
恤滋

△‘

鑫蠢
、2

((N 一 l)△二
,

t )《C刀
召A t艺

。名((N 一 1 )A二
,

t)

从而略去一些无关紧要的项后
, 不等式(5

.

的成为

扫艺f-l
·

乙,-z;
a 。:

!!、a : 。, }}:
2
+

;
一A , (a 一 , z“)A 二A ,

+ 如。,

卖艺(
, :

一奋配aa )
“
, 十 ;一 11而

声
:

l:
2

矛 . ‘

⋯

+

;

‘MI(

口 N 一 l

a !I斌 6 。
胜竺

2
+ △“A t 兄 乙 I

Z u
乡+ △t

了一 2 ‘一 1

习 I。“ ,
((N 一 1 )△‘

, t )
I一 2

1

二a x (
。,

△t)

+
众

一

)
△·△才

鑫笔
了

2
+ 一 ,,一 ,‘,

’

. 曰 ,

+ ‘2

臼
“,

朋誉
,

+ 口“皿贾
,

+ △矛E 皿“皿贯
:

}
, . 盆 一

取魄当,h, 奋
‘

阴
,
选取‘ 使 当△劝甄时 “汉(‘/z) m ,

n(l
,

那
“)映哈

, ‘), 贝lJ在 ‘
宾

分小时有



具有零阶退化方程的二阶双曲型方程奇异摄动问题的一致差分格式

a 一刀/占> o ,

I
,
一

从而存在常数m ,
M > o , 使

1
_

_ 、 , ,

~
. , _

_

1 。‘ 1 立一 i
_ _ , 月 _ 、 ‘

‘ a 巴Cr , 、U , 1 2 尸》 U , 才. 巴
一

万P 。 一 万 PCr s 一 1 犷“。台一与 P召
碑

户 U
乙

“
乙

m (
。2

}双a , 。, 11竺
’
+ 。2

}I双a 3 “ :

{l贯
2

+ Il
u
}}兮

2

)

a-ID问镇M!
△%八t

m a x
(

e ,

A另) 兄 习
f

Z
+ 。,

!!u , {}犷
’
+ 。, }。。 }}犷

’+ 11。“贯
2 + △t

j 一 2 玄一 l

仍由离散 G ro
n w a ll 不等式 (见〔3〕)得 (5

.

2 )成立
.

从而定理证毕
.

六
、

差分解的误差估计

首先对拟合因子 J : , 几
,

几
, 不难有估计

:

‘

:j
;
一 1 !《 C△t/

。

la
: 一 1 }《 CA t/

。

la
:
一 1 !《C(A x )

2
/
。,

利用 T a
yl or 展式

,

不等式(6
.

1 )~ (6
.

3 )以及导数估计(3
.

10 )
, 可得

(6
.

1 )

(6
.

2 )

(6
.

3 )

L寸(
u
(二

,

t)一
。d

(二
,

t))

并且
u
(二

,

o )一
。d (戈

, o )二 o ,

。
(0

,

t)一 。‘(0
,

t) , 0 ,

利用(4
.

3) 及定理5
.

1 ,
可得古典估计

。

_ _

。 1 A t
.

(△t )
2 .

(△二)
1 \

一 。气
一

万 +
、

子
‘

+
、

下
工一

)
。(气么t )一 “‘(二

, 八t)~ Q ((八t)
2
/

e 艺
)

。
(I

,

t)一
“‘

(l
, t )= 0

}l“(‘
,

‘)一
“‘

(‘
,

‘)“,《勺
另一方面

,
我们还有

1
.

. a x (a
,

吞瀚)

/ 八璐
吸
—

一

十
\ C

奋苗)
.

) (6
.

4 )

L已(U 。
(二

,

t)一“叹,
,

t))二石借(“
。
(劣

,

t) + 刀。
(劣

,
r )+ Q。

(右
,

t)

+ O
。

(要
,

t)一。d
(, , 户))= 乙fI7 。+ 乙fQ。+ L叮奋

。+ q
。) (6

.

5 )

由 (3
.

7 ) 可有

L告H
O

(戈
, :

)二
e Za : H

O, , + ea : a (劣
,

o )H
。, + b(戈

,

o )17 。+ O (e )

不难验证 e , 。 :方。, ; + 。J :“(二
,

。)厅
ot + 吞(二

,

。)方
。“o , 所以

L啥H
。
(, , 梦)‘试

. ) (6
.

6 )

再由(3
.

8 )
,
可有

L曹Q
。
二一。名。 3Q

。: 。 + bQ
。

+ O(
e
)

类似 [ 4〕, 不难得 一。, 。s Q
。: 。

+ bQ 。‘伙压二 )
,
所以

L 竺Q
。
二O (

。+ 么二 ) (6
.

7 )

同理 可得

L德Q
。
二O (

。+ △ , ) (6
.

名)

从 (6
.

5 )~ (6
.

合)得

L竺(U 。

(x
,

t)一
“‘

(二
, t))= O(

e + △, )

又离散的初始条件和边界条件为 (
n
为任意正整数 )

U 。
(二

, o )一。‘(二
, o )~ o(

e .

)
,

U. (二
, 八t)一。‘(二

,

‘)‘O (e .

》+ 盛旧(i)

U 。(o
, t)一。‘(o

, t ), O(e .

)
,

U .( I
, t )一 。‘(I

, t)一O( .. )
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类似〔2 」, 先
.

作变换使边界条件为齐次
, 然后用定理5

.

1及条件(4
.

5) 得

加U 。
(“

,

t)一
u d

(“
,

t)}!誉( C(斌 m a x
(
。 ,

八戈)
一

+ ‘, 斗 ’
/ A , )

再由余项估计 (3
.

6 ) 得

I}
。
(二

,

t)一U
。

(x
,

t )l}贯《C 。

从而有下面的非古典估计

{}。(,
,

t)一
u ‘

(比
,

‘) !}誉《C (斌 m a x
(
。 ,

△二) + e ,
“ / △“)

结合(6
.

4 )和(6
.

9 )可得下面的一致收敛估计
.

定理6
.

1 设条件(4
.

1 )和(4
.

3 )成立
.

那 么差分问题 (4
.

2 )
,

(4
.

4 )
,

(4
.

5 )

在离散的能量范数意义下一致收敛于问题(1
,

1)
,

(1
.

2 )
夕

(1
.

3 ) 的解 试x
,

O
,

差估计

(6
.

9 )

的解
。‘

(劣
,

t)

即有下面的误

1Iu
(,

,

t)一
u d

(二
,

t )I}分簇 C(△二)
, “ (

; 二 o
,

1
,

⋯
,

J ) (6
.

2 0 )

其中C为与
e , △工无关的正常数

,

范数卜 }1贯定义如定理5
.

1
.

证 当扩《么, 时
,

利用估计式(6
.

的
,

当e2 > △x 时
,

利用估计式(6
.

4 )立刻得(6
.

10 )
.

注 条件(4
.

1) 是由于我们在才方向梁用完全指数型拟合所致
.

如果我们在 t方向采用其它的差分近似
,

则条件(4
.

1) 有可能除去
.
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