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摘 要

本文导出了正交各向异性变厚度圆薄板大挠度问题的基本方程
.

用修正迭代法求解了正交各

向异性变厚度圆薄板在均布载荷下的大挠度问题
.

作为特例
,

令
。~ 。

,

则由本文结果得到的表达

式与 J
.

N o w ins ki 用摄动法得到的正交各向异性等厚度圆薄板大挠度问题的解完全一致
.

引

薄板大挠度问题
,

在理论上和工程实践 中都具有重要意义
.

我 国学者对于各向同性圆薄

板进行了一系列成功的研究工作
.

1 9 4 7年
,

钱伟长
「‘」
用摄动法解决 了均布载荷下圆薄板大挠

度问题
。

1 9 5 4年
,

钱伟长
、

叶开沉
「“’夕 胡海 昌〔3 ’研究 了在均布载荷和 集中载荷作用下等厚度

圆薄板的大挠度问题
,

给出了在各种边条件
一

F的解
.

1 9 5 5年
,

叶开沉 〔书’用小参数法给出 了按

指数规律变化的变厚度圆薄 板的大挠度问题的解
.

1 9 8 5年
,

叶开沉 〔‘’用修正迭代法给出了按

幂级数展开的变厚度圆薄板在均布载荷下大挠度问题的解
.

1 9 6 0年
, J

.

N o w in s ki ‘。’用摄动法研究了轴对称正交各向异性等厚度圆薄板在均布载荷

下的大挠度问题
.

1 9 6 7年
,
B

.

B a n e : jee
r7 ’
研究 了在中心集中载荷作用下等厚度正交异性圆

薄板大挠度问题
.

本文用修正迭代法
‘. ’
解决 了正交各向异性变厚度圆薄板在均布载荷 作 用 下的大挠度问

题
,
并且将本文的结果与J

.

N o w in s ki r 。」及叶开沉
〔“’
的结果进行 了比较

.

作为特例
,

令
。~ o ,

由本文结果可以得到正交各向异性等厚度圆薄板大挠度问题的解
,

这个解和 J
.

N o w in s ki 的

解完全一致
.

令 几= 1 ,

均
,

= , , 由本文结果可以得到各向同性变厚度圆薄 板 大 挠 度问题的

解
,
它与叶开沉

〔6 ’
的解完全一致

.

二
、

正交各向异性变厚度圆薄板大挠度理论的基本方程

我们分别导出正交各向异性变厚度圆薄板大挠度理论的平衡方程和协调方程
.

.

叶开撇荐
.

一
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1
.

平衡方程

从变厚度圆薄板上截取一个微元
,
作用于微元上的内力

、

内力矩如图l (a )
、

(b) 所示
.

T
, , T , 为薄膜力

,

M
, ,

M
, 为弯矩

, Q
f

为横向剪力
.

由于轴对称 性
, T

, . = 0 ,

M
f 。~ 0

.

考

虑径向力的平衡
,

并略去横向载荷 q和横向剪力Q
,

作用方向的改变
,

一

可以导出

r
,

+ d九

T
,
+ d T

, Q
,

十d Q
,

(6 )

圈 1

Te 一

弓
r (·T

,

)一令
+ T.

(2
.

1 )

由二方向力的平衡 , 得 出

r :
, 一

中 + , Q
,

+ 叮
“
一。

a r 艺
(2

.

2 )

其中w 为板的挠度
, q 为横向均布载荷

.

考虑环向力矩的平衡
,
可得

: 。
r

一

匕
r (:、

,

)一M
,

(2
.

3 )

对于轴对称正交各向异性变厚度圆薄板
,

有

M

一
D

·

(
d

Z四

d r
名

+ v口,

留)
,

、
,

一
D 。

(一
少叨

.

1
f ,

十
_

a r ~ 一

r

如 \
d r /

(2
.

4 )

其中1 , , .

, , v , ,

为Po is s o n 比
,
D

, ,
D

。

为弯曲刚度
:

I)
,

l犷
,

h , (r )

= 1 2 (1 一 , , , 。v 。,

)
’ D 。

E eh
3
(r )

1 2 (1 一 v , , v , ,

)

这里h( r) 为板的厚度
,
刀

, ,
E , 分别为沿径向和沿环向的弹性模量

.

将 (2
.

4 ) 下
一

弋入 (2
.

3) ,
再

代入 (2
.

2 )
,

导出

D
,

(形界
+

黎
+ 粉

,

黎)
一 D

。

(v
, 口

黎
+

: 岔)

+

份叮黔
ve

,

留)一
丁

·

岔
+

譬 (2
.

5 )

2
.

协调方程

在极坐标系中
夕

轴对称大挠度问题的 G r e e n 应变为
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·: 一

岔
十
;(岔)

’ , ·

卜冷
+

飘
+

井找
一

留)
’
一
仁

: , 。一 0

其中
。票

, 。
盆

,

川
。

为中面的应变分量
, u , ,

‘分别为中面在径向和环向的位移分量
.

由此不难

得到协调方程

·

卜J
r (·:

·) +
;(岔)

‘

(2
.

6 )

对于正交各向异性 板
,

有

兀一 1

乏二
。, · : +
批之氮

, ·
:

,
T一 ,

全点沈
,

* : + ,

黑
, , ·
:

由此解出
。旱

, , 。
昌代入 (2

.

6 )
,

并利用(2
.

1) 式及关系式外
。
/ E

,

= 均汀E
, ,

可得

·

纂
(·:

,

)+
一

丢
r (·T

·

卜‘: T
·

r d h d

一 h d 犷 d r (rT
·

, 一令 乡孔一

卜
。

(岔
一

)
“

(2
.

7 )

其中护二 E e/ E
,

二 v。,

/巧
, , E

, ,

E 。
分别为沿径向和沿环 向的弹性模量

。

方程(2
.

5 )
、

(2
.

7) 为正交异性变厚度圆薄 板大挠度问题的基本方程组
.

由于篇幅所 限
,

本文仅考虑具有 固定夹紧边的变厚度圆薄板大挠度问题
.

边界条件为

d w
r 一 u

处 ’一
而

一”

1
d

,

。
、 . , 。

_

!
’‘’一 ”’ ”,’

一

弄 “r ”’一”
’ ‘ ’

一”

}
r 一 0处

岔
, T

,

取有限值

j

(2
.

8 )

板厚度的变化规律可 以表达为

“·
, 一”

。

(
, + 一

二
+ 一

攀
+ 一

多
+ ⋯
)

其中h0 为板中心处的厚度
, 几 , ‘ , 几

,

⋯ 为 变 厚 度 参 数 ,
且】

。,
+ 勺 + 。3 + ⋯ }< 1

.

为了简

便
, 在级数展开式中仅取两项

, 即仅考虑厚度为线性变化的正交各向异性圆薄板
:

h(r ) = h
o

(1 + 。r
/
a ) 1

0
1< 1

不难看到
,
本文的解法很容易推广到厚度为非线性变化的情况

.

三
、

解 法

引进无量纲参数
:

6 (1 一 v r一与
,

)a
‘q

E
,

砚
一一Q

叨h0
一一X

ar

一一P

1 2 (1 一 v , , v a ,

)p a 名

E
,
h吉

T
, ,

1 2 (1 一 v , 一v a ,

)P a

E
,
h ;

T 。
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将它们代入基木方程 (2
.

5)
、

(2
.

7 )
,

并 记 、二 d x/ d p
,

则可以导出均布载荷下正交各向异性

变厚度圆薄板大挠度问题的无量纲方程组
:

(1 + ·。)
3

!
。

纂梦
+

耳二
一‘

2

厂〕
一 ,·+ p :

Q一 3 · (什
·p ) 2

(
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2
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一 1

草
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(
。

一
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‘

)
一 6 ‘“

“

一‘
·

, ‘, + ·p , ·
“

‘3
·

2 ,

边界条件 (2
.

8) 变为

!
,‘

I
J

八U

一一P = 1 处

P = O 处

d 矛 t
义 = H 一 U ,

一 ,

一 梦盯
口P

一

P (3
.

3 )

我们用修正迭代法
,

t取有限值

在边界条件 (3
.

3) 下 , 求解方程组 (3
.

1) 和 (3
.

2)
.

令算子

d 元
2

d P P
+

少

勺一一L

则修正迭代法的求解过程为

L (忙 : ) = Q p
Z

L (t : )二一 6 (几么一 v
吕

,

)心(l + 。p )

L (况
:
) = Q p

么
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)L (“

,

)

一 3 。(l + : 。)丫
p
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)
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Z
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“
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L (、
3

)二 Q p
:
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一 3 。 (1 + 。p )丫
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华
+ , , 护、2

、
、 J 尸 /
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3
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号警一
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·
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一阶近似

QP
Z

一 6 (几
2
一 v
言

,

)、 : (1 + : p )

(3
.

4 )

(3
.

5 )

一一一一
、J尹‘、.产

叭tlLL
了l丈t

相应的边界条件是

、.‘,

lnP = 1 时

p , O 时

劣l
= H l = 0 ,

d t
, t l

而一 “‘,

石= (3
.

6 )

、1 , t ; 取有 限值

在边界条件(3
.

6) 下解方程(3
.

4) ,
得到



均布载荷下正交异性变厚度圆薄板大挠度问题 3 2 3

一办
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Q
9一几

2 (户
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_

7)

Q
4 (9一几

2
)(才+ 1 )

〔(几+ 1 )p ‘一 4 P 几本 ‘+ 3一几」 (3 8 )

注意
,
这里限定人> O

,

护奔 9
.

对子护 = 9的情 况
,

.

将在下一节讨论
.

令p , 0时劣 : = 劣
。,

则

Q = 4 (几+ 1 )(之+ 3 ) x
。

于是

其中

4 (泥+ 1 )

3 一几
劣 。
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将(3
,

9) 代入方程(3
.

5) 的右端
,

在边条件 (3
.

6) 下解方程 (3
.

5) ,
得到
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在边界条件 (3
.

18 )下解方程 (3
.

1 6 )
,
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式(3
.

19) 近似表达了均布载荷作用下正交各向异性变厚度圆薄板大挠度问题的无量纲挠度
.

通过与 J
.

N O w in “ki 的结果比较
,

可知二阶近似解(3
.

1的
夕

已达到较好的精度
.

令p == 。时二:
二二 。,

则由式(3
.

19) 可以导出无量纲中心挠度二。与无量纲载荷Q的关系
:
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.

1的式重新

劣 :
(p )== 、0

占; + x 言占8 (4
.

1 )

其中

1
0 1
=

。 , L气几 宁 1 )p
-

一 4 尸
~ 一

宁 J 一 几」
O - 几

占
。
二 3 84 (元

器2笔才
‘”
{
B lp 孟· ‘一 (“一 3 , 。

‘

[
C L

(
p 几“ + ,

二
3

)

+

ca(
。以一 +

忠)
+
cs( 尸一
犯羚

+

c.(、
”
+ ,色

3

)

+

cs(
。2 人一 +

忠)
十

ce( 。一 + 2

忠
一

)]}

~ A
。

场 = 武科幻亦千
5 )

。 A
,

叭= 一 2以+ 1夕6 万千
1 )

几一

次二
、一

:
。,

〔家分
- 几+ 4一v e ,

4(几+ 2 )

2几+ 1 一 v e ,

1
十

I 石飞飞一 \-- 2 子一百一 奋 、
l

戈j几个 1 少气几宁 1 少 J

B
;
= (几+ i )C

, + 2(几一 1)C
:
+ SC

。
+ (几+ 5 )q + 2(几+ 1)C

6
+ (3几一 i )C

e

这里得到的结果与 J
.

N 。二in s ki 用摄动法求得的无量纲挠度 表 达式完全一致
〔. ’、〔. ’.

(顺便

指出
, 〔s ]中将C

。
(p

s一(几一 1 1 )/ (几一 3 ))误写为C s
(户

8一 (几一 1 )/ (几一 3 )))
.

令
。 , 0 , 由(3

.

22 )可以得到

Q二 4(几+ 1 )(几+ 3 )二
0 + 4B :

(9 一护 )二若二。
: 二。+ 。

s二 : (4
.

2 )

式中
。 :
= 4(几+ 1)(几+ 3 )

, 。3
= 4B :

(9一几
2

)

B : 二 3 8 4
(几

2
一 ,

孟
,

)(几+ 1 )
s

(3 一几)
4 〔且: C

。

+ (2 1一几)C
3 + SC ‘

+ (凡+ 5 )C. + 2(凡+ i )c. 〕

。 2护一3泥一 9

七
. = 二 _ , 。

一二又了而 ~ 二
~

二 、 2 不二一公 又丁 二 不
。 一丁 《

Z L几十 1 八人十 Z八人十 b 八 3 儿十 1 )

只要注意到A :C 。
, 4C : 十 C :

以+ l)
,

可知(4
.

2 )式与 J : N ?w io ki 得到的中心挠度与载荷的
关系式完全一致

‘. ’,



均
一

布载荷下正交异性变厚度圃薄板大挠度问题

2
.

与各向同性变厚度解的比较

为了得到各向同性变厚度圆薄板大挠度问题的解
, 只须令之= 1 , ve

,
二 v .

此时 ,
由(3

.

5)

式得到

二 : 二Q(p
4
一 Zp 忍+ 1 )/ 3 2

由(3
.

1 1 )式得到

, L

一
2 (卜一 )/ ;{

。7
一 4 0 5

+ 6 p 3
一 5

尸篆
。

」

一 1

器(‘一
2

, 二“
·

1
5 p

吕
一 1 8‘+ 2 1 0 4 +

一

8

岔
) 。〕

,

由(3
.

1 9 )式得到

二2
一

暴
(。

‘一 2 0
2
+ 1

卜
; 6 X

。·

!矗(
2 , ‘

一 5。:

+ 3 )+ 矗(尸
一 3 , : + 2 )

+

杀
(2 p

7
一 7 p

2
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一 6二。·(3 +
·
) !六(

2 p 6
一s p :
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+

晶(
, 。
一 3 , : + 2 )+

赢
(2川一 7 , : + 。)}

+ 6二。。(1 +
V
)

.

「冬(Z
p 。一 3。: + ; )+ 菩(

p ‘一 : 。: + : )+ 纂(
: p 。一 5 , : + : )1

L 沙 O 口刁 J

一 ,
〔(

‘一沪)(
,

稿
一

公
+

矗卉介
一

要扮一撇
+ “ + ”

金
’一 5 , (2。

日
一 g p 名

卜
’

汽
梦(1 2 p

!
一5 )〕

一

度器
二 ,

·

·

(卜一)l益
。! 8 一

益
p ! ‘ +

一

泳
p 。一

晶
p 7
+

湍哥
。2

一、
数:;洲

+

摆一 :、 + ·
)!泞

尸一业兴。
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}
这些结果与叶开沉在文〔5〕中得到的结果完全一致

.

3
.

护 = 9情况的讨论

在前述讨论中
,

从物理意义上考虑
,

限定久> 0
.

在解方程 (3
.

4 ) 和 (3
.

5) 时
,
我们限定

护今 9
.

这是因为
,
元= 3是方程(3

.

4 )
、

(3
.

5 )所对应的齐次常微分方程 (E 目er 方程 ) 的特征

根
。

通。3时
,

考虑到边界条件 (3
.

6 )
,
可以由方程(3

.

4 )得到

一嗜
, 3‘·p ,

一另(
。41·。一

;
。瑞+

一

{)
由这些表达式出发

, 采用类似于上述解法的步骤
,
可以给出 护 二 9 时正交各向异性变厚度圆

薄板大挠度问题的解
.
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本文用修正迭代法
,

对于在均布载荷 下
,

在 固定夹紧边界条件下的正交各向异性变厚度

国薄板
,
给出了大挠度问题的二阶近似解

.

通过和正交异性等厚度圆薄板大挠度问题及各向

同性变厚度圆薄板大挠度问题的巳知解的比较
, 证实了木文结果的可靠性

.

对于工程中用到的正交各向异性变厚度圆薄板
,

只须将相应的几
,

如
, , 。值代入 (3

.

19 )式

及(3
.

2 2 )式
,

便可得到所需要的挠度表达式
、

中心挠度与载荷的关 系式
.
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