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摘 要

本文研究一类含小参数的 H ill 方程的初值问题
,

利用边值问题可解性条件及摄动理论中的伸

缩参数法
,

给出寻求该初值问题近似周期解的方法
,

并以M at hie u方程为例作了具体计算
.

一
、

引 言

较早时
,

H IIb研究过 L io 以v ille型方程
f’I,

+ [元+ 夕(r)3
u = o (1

.

1 )

若方程中或 t) 为实周期函数
, 则方程(1

.

1) 转化为H il l方程
.

由于 H ill 方程在天体力学
、

无

线电技术
、

自动控制等领域中有许多重要应用
,

所以近年来关于 H il l方程仍 有 不少研究结

果
‘2 ~ 。, .

从应用角度考虑
,
希望设计的

“

运动
”

是稳定的周期函数
.

若给定初始条件
“
(0 )二 “ , 。,

(0 )二夕 (1
.

2 )

我们想问
“

在什么情况下
, 初值问题 (1

.

1) + (1
.

2 )的解是周期函数 ? ” “

用什么方法来寻找这

种周期解 ?
”

这是人们感兴趣的问题
.

按F lo q u e t理论
,

具周期系数的线性齐次方程存在Fl
o q ue t解

,
但Fl

o q此 t解还不是一般

意义下的周期解
.

本文研究一类含小参数的 H ill 方程
“ 11

+ 〔几+ 。夕(t )〕
。= 0 (1

.

3 )

其中入
, ￡

(
。< 1)是参数

,

易知 , 当 g (t)二Z e o s Z才时 ,
’

(1
.

3 )退化为熟知的M a th ie 认 方程
.

所以

方程(1
.

3 )属于比 M at hi e 。 方程更广的一类方程
.

我们利用边值问题的可解性条件及摄动理

论中的伸缩参数法
, 回答了上述问题

。

并以M at h ie 。方程为例
,
作了具体计算

.

某些数据和

文「月得到的结果相同
.

二
、

理 论 与 方 法

考虑初值问题
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。l,
+ 〔又+ e g (t)」

u 二 0 ; 。
(0 )= a ,

其中兄, e (
e< 功为参数

,

系数函数或t) 为区域「O
,

值问题 (2
.

1) 的解存在唯一
, 且其存在区间为〔0

,

而与几, e , a ,
刀和抓t) 有关系

.

为寻找 (2
.

1) 的周期解
,

证明一个定理
.

定理 1 若 几是边值问题

u “
+ 「几+ 。夕(t)3u 一。

u ,

(0)二刀

。 )上连续函数
,

伪 )
.

一般而言
,

(2
.

1 )

且以 T 为周期
.

易知
, 初

该解不是T 的周期函数 ,

u
(o )= u

(T )= a
, 。,

(o )二
u ‘

(少)= 刀

的特征值
,

则初值问题 (2
.

1) 的解“= 甲(t) 以丁为周期
.

证明 若 u “沪(t)是边值问题 (2
.

2 )的解
,

于是有

沪(0 )二沪(T )二。
,

功
,

(0 )= 叻
,

(T )~ 刀

} (2
.

2 )

(2
.

3 )

设 “= 甲(O是初值问题 (2
.

1) 的解
, 于是有

尹(o)= a 夕 切‘

(o )二刀 (2
.

4)

由(2
.

5 )
、

(2
.

4 )可看出

甲(o)‘势(0 )
, 甲‘

(0 )= 势
,

(o) (2
.

5 )

因此

甲(t)“沪(t) V 戈【o
,

T 」 (2
.

6 )

从而

沪(T )= 叻(T )
, 切‘

(T ), 叻
‘

(T ) (2
.

7 )

由(2
.

3 )
、

(2
.

5 )和 (2
.

7 )可看出

甲(o )二甲(T )
, 卯‘

(o )= 卯
‘

(T ) (2
.

8 )

另一方面
,
作为初值问题 (2

.

1) 的解
u = 切(t)

, 其存在区间为〔o
,

。 )
.

易知
,
试 t) 二切(t

+ T )也是 (2
.

1) 中方程的解
.

由(2
.

5) 可看出
。
(O和切(f) 有相同的初始条件

, 故有

甲(t + T )三甲(t) V t〔「o , “ ) (2
.

9 )

即中(O 以 T 为周期
.

现在我们讨论特征值 几的存在性
, 及确定它的方法

.

可以证明 元是可列的
,
从而 兄所对

应的周 期解亦是可列的
.

易知
, 边值问题(2

.

2 )中的 元和
召
有关

, 采用摄动理论中的伸缩参数法
, 设

几= 几。+ 。几
;
+ 。2

元: + ⋯ (2
.

1 0)
。
(t)二

u 。+ 。u ; + 。Zu : + ⋯ (2
.

1 1)

把a 和刀展为
e
的幂级数

a , a
,

(1 + 。+ e名+ ⋯ )
,

刀, 夕
。

(i + e + 。2
+ ⋯ ) (2

.

1 2 )

其中
a

一

。 (i一e
)a ,

夕
一

“(1一 :
)夕 (2

,

1 5 )

把(2
.

1 0 )
、

(2
.

1 1)和 (2
.

1 2 )代入(2
.

2 )得到

(
u
言+ 。u

了+ 。Z u
了+ ⋯ )+ (几

。
+ 。几; + 。2

几
:
+ ⋯ + 。g (t))(。

。
+ 。u : + 。2 u 2

+ ⋯ )= o

(。
。

(0 ) + 。u l

(0 ) + e Zu Z (0 ) + 一 )一 a
。

(1 + 君+ : 2
+ ⋯) = 0

(。
。

(T ) + 。u : (T )+ 。Z u :

(T ) + ⋯ )一a
。

(1 + 。+ 。2
+ ⋯ ) = O

(u石(o )+ 。。{(0 ) + 。Z u ; (0 ) + ⋯ )一刀
,

(1 + 。+ 巴2
+ ⋯ )二 0

(u ; (了
’

) + 。“{(7
,

)+ 。2 “兰(2
”

)+ ⋯ )一刀
。

(z + 。
一

十: 2
+ ⋯ )二 o
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合并
。同次幕的项

, 让。
各幕次的系数等于零

, 即可得到

3注支

封f+ 久
。。。= o ; u 。(o ) ~ 。。(T )二 a

. ,

。
了+ 久

。u , = 一 (几, + 夕(t) )。
。

川 (0) = 心 (T ) = 几

u : (0 ) = u ,

(T )二a
. , u 夏(0 ) = “ ; (T )二

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )

“
了+ 兄

0 u 2
~ 一 (元

:

+ 刀(t ))u :

一元
, u 。

u z

(o )= u :
(T )二 a

, , u ;(o )= u ;(丁)二刀
。

少

逐个求解上述边值问题
,

(2
.

14 )中方程的通解为

u 。= C : e o s斌几
。 矛+ C : sin

材汽
。t

由材
。

(0 )= a
一 , 和。‘(0 )= 夕

.

可推知

C ; “a. , C : ~ 几 /材凡

由u0 (T )= a , 夕

和心(T )~ 刀
.

可推知

a
,

双几
。
co

s
斌几 T + 几sj n 斌又

。
T ~ 气双礼

一 a
.

斌几
。 sin

斌元
。

T + 刀
。c o s
斌人

。T ~ 刀
.

由(2
.

1 9)和(2
.

2 0 )可得yIJ

a
。

斌石
s in 以几。 T + 凤co

s斌几
。
T = 风

解(2
.

2 0 )和(2
.

2 1 )得到

2刀
. c os 斌凡

。
T “ 2从

或

Za
.

斌之
。 sin

斌几
。
T = o

若 刀
.

钾 。
,

由(2
.

2 2 )得到

之
。
= 40 2二2

/ 了
’ 2

(
。二 1

,

2
,

⋯ )

若 a .
今 0

,

由(2
.

2 3 )得到

人。二 , 场
1

/ T 忿
(, , 1

,

召
,

⋯ )

易知
,
序列 (2

.

24 )是序列 (2
.

25 )的一个子列
.

若a .

今 O同时夕
.

斗 O,

则 凡

事实上
,

它是边值问题(2
.

14 )的特征值
.

以下讨论作= 丈的情形
。

当, 二 1时 ,
(2. 2 4 )变为

久
。
二 4二2

/ T
Z

把(2
.

18 )和(2
.

2 6 )代入 (2
.

1 7 )
,

得到(2
.

1 4 )的解为

(2
.

16 )

(2
.

1 7 )

(2
.

1 8 )

(2
.

1 9 )

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1 )

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

(2
.

2 4 )

(2
.

2 5 )

必须 由(2
.

2心确定
.

(2
.

2 6)

2兀
, . , ,

7
’ .

2汀
,

u o二 a . c u s
一

7一 了 十p
‘

2 兀 s l n
一

T 了 (2
.

2 7 )

把(2
.

2 6 )和 (2
.

2 7 )代入 (2
.

1 5)得到

。
了+

4犷
一

T Z 叭一
(; : + 。(, ))

(
a

一 梦
, + , 一
二

u , (0 ) == “, (T ) = a , , u ; (0 ) = 。二(T )“刀
.

2二 八 1
s‘”

了
‘

, {
‘2

·

2‘,

这是一个非齐次的边值问题
.

方程和边界条件都是 非齐次的
.

若 (2
.

2 8) 中方程的右边不

存在
,

贝lJ(2
.

28 )退化为 (2
.

1 4)
.

由于 (2
.

1 4) 有 非平凡解
,
故必须考虑(2

.

2 8) 的可解性
.

为此
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证明下述定理
.

定理 2 考虑边值问题
v “+ (遵n Z二艺/ T

Z

)v == h(t)

v (o )二 v (T )二A , v ,

(O)二 v ,

(T )= B

若 (2
.

29 )中的函数h(t) 满足下述条件

主 新 志

} (2
.

2 9 )

J
。 “气不) “0 5

;
n 汀

T
td t一 0 夕

J
。 “ L不, “ n

2 刀汀

T
td t= 0 (2

.

3 0 )

则 (2
.

2的有上述解

。 _ 月e o s

瞥
, + 刀

一

_

T 、in

沙
, + 厂

一

!
‘
、(二)s in

沙
(卜

: )J : (2
.

3 1 )

1 名”汀 1 艺称汀 J 0 1

把(2
.

3 2 )代入(2
.

2 9 )
,

可以证明(2
.

3 ] )是(2
.

2 9 )的解
.

边值 l’ed 题(2
.

1 5 )和(2
.

1 6 )属于定

理 2 所考虑的情形
.

应用定理 2 ,
(2

.

28 )的可解性条件为

、.了0‘叮d,目
2.、、

、...
.‘;/1

1
尹

n甘�U
一一一一

占‘孟‘dd子
.本奋(“

1
+ 。(‘, , (

a
。e o s

( ;
, + 。( , ) )(

a ·。 0 5
-

2兀t

T

十、
.

去
+ 刀

.

二

2兀
s ‘n 一犷

2汀t

T

2兀
s‘n 一

了

‘

)
c o s

‘

)
s‘“

2汀

T

2井

T

碑|知产|如

应用 F o u r i e r级数理论
, 把 ( 2

.

3 2 )简化为

、!!、
、

!=0卜
df
、

份厂
、‘之,、少、
护; , 二 ,

1

+

f
。 ( , ){

二
(
1 + 一 贫

‘

)
+ “一

二一
‘·

贫
+

f
。( , )弋一

‘一努
‘+ ”

·

否片
一

(
‘

一笋
( 2

.

3 3 )
尸
�

肠
几

给定a . ,
夕

一

和夕( t )后 ,
可从 ( 2

.

3 3 )确定元:
.

把所得几
,
代入 ( 2

.

2 5 )
,
并利用 ( 2

.

5 1 )
,

可得( 2
.

2 5 )

的解
“: ( t)

.

此时
,

再把几
。, % , 几

;
和。:代入 ( 2

.

1的
, 应用定理 2 , 又求得 几: 和 先 ,

·

⋯⋯ 继续

这一过程
, 依次求得

e 在 ( 2
.

10 )和 ( 2
.

11) 中的系数
.

因此
,
几和u( f) 可以被确定

.

需指出的是
,

对某些试 t)
,

( 2
.

3 3 )中的两个可解性条件可能不相容
.

举例说 , 取h( t) 二 Z co
sZt

,
义。= 4 (

。 =

1 ) , 则 ( 2
.

3 0 )不成立
.

一般来说
,
选择适当的

n
可以避免这 种情形

.

( 2
.

30) 中的两个条件之

一
,
通常是恒等式

.

我们仅讨论了” = l( 几
。
= 4二勺T

盆)的情形 , 类似地
,

我们可讨论炸 = 2
,

3 , , 二
(只

。二 16 砂 /尹
,

36 扩/ 尸⋯ )的情形
.

因此 ,
特征值几是可列的

, 周 期解( 2
.

1 1) 也是可列的
.

三
、

实 例

我们用熟知的M at hi
“u
方程来说明上述方法

.

把 ( 2
.

1) 改写为
u l, + 〔几+ Ze e o sZ*l

“== 0 , 。
( o ) 二a , 。,

( o ) == 刀

在此情形
,
显然

,
试f) 二 Zco s Zt

, T = 二
.

为求 ( 3
.

1) 的两个线性独立的解
,

个初始条件

( 3
.

1 )

我们给出如下两

a , 】
.

,

a , O,

君二 0

夕二 1

( 3
.

2 )

( 3
.

3 )
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对(3
.

2 )和(3
.

a) 所示情形
, 由(2

.

13 )分别可得

a .

二 1一 。,
刀

.

二 o

a 。
= 0 ,

刀
。
二 1一 e

对(3
.

4 )所示情形
,
一系列的边值问题为

u
了+ 元

。u 。= o ; u 。

(o )= 。。

(二) = a
. , “言(0 )二

u 孟(二)二 0

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )
u
了+ 几

。u : = 一 (几
: + Z e o s Zt)

u 。

。:
(O)= u :

(二)= a
. , u 二(0 )= u 二(, )= 0

(3
.

7 )

u
竺+ 元

。u :
= 一 (几

: + Ze o s Zt)
“;
一棍

u 。

u
式。)= “2

(二)= a
. , u 盗(0 )= u 二(二)=

(3
.

8 )
、JLr

n�

这里我们仅对
n 二 1的情形进行讨论

.

把 n ~ 1 代入 ( 2
.

25 ) ,
得到

-

凡= 4

把 ( 3
.

, )代入 ( 5
.

6 )
,

由 ( 2
.

2 7 )得到 ( 3
.

6 )的解
u o = a

, e o s Zt

把 ( 3
.

9 )和 ( 3
.

1 0 )代入 ( 3
.

7 )得到
u
竺+ 4 u : = 一 (凡

, + Z e o sZ广)a
. e o s Zt 、

u :
( 0 ) =

u ;
( 二 ) = a , , u ; ( O ) =

。l( 二 ) = O J

利用可解性条件( 2
.

30 )可得

( 3
.

9 )

( 3
.

1 0 )

( 3
.

1 1 )

‘1二+

{:
2
一

2“‘+ 一“’d ‘一 o
( 3

.

1 2 )

{:
2
一

2‘S‘·“ d‘一”

( 3
.

13 )为恒等式
.

从 ( 3
.

12 )可得

丸二 0

把 ( 3
.

1 4 )代入 ( 3
.

生1 )
,
解该方程可得

( 3
.

1 3 )

( 3
.

1 4 )

u ,
~

一

子二 ( 一 3 + 1 4 。。5 2 * + 。o s 4 r)
1 乙

( 3
.

1 5 )

把 ( 3
.

9 )
、

( 3
.

10 )
、

( 3
.

1 4 )和 ( 3
.

1 5 )代入( 3
.

5 )得到

“
‘+ ‘

u Z 一

手
e o ‘2‘( 一 3 + ‘4 c o s Z‘+ c o ““ )一“

: a
·
c o “, ‘

( 3
.

1 6 )
。: ( 0 ) 二 u : ( , ) 二 a . , u ; ( o ) =

u ; ( 二 ) = o

利用可解性条件 ( 2
.

30 )司得

( 3
,

18 )为恒等式
.

产 「
, _

二 1
_ . _ .

_

_

二
门

} I 几
: e o sZf+ 咬

。o s Zt ( 一 3 + 1 4 e o sZ一+ 。0 5 4诊) 1
e o s Ztd t二 0

JO L
‘

一
‘

6 一
’

一
’

- - -

一
’ - -

一
」

- - - -
,

-
-

甘

「
‘
「

, _
, .

1 _
. , _

二
_

⋯
‘

1
.

_
. , .

协 I 人 Z c o s乙r 十
一
。 c o s乙r 戈一 3 十 1 4 C 0 s Z t 十 c o S 4 r ) tS i n 艺t口 t = 0

J 0 L D J

从 ( 3
,

1 7 ) 可得

凡: = 5 / 12

( 3
.

1 7 )

( 3
.

1 8 )

( 3
.

1 9 )



邵 孝 惶 王 新 志

把 (3
.

19 )代入 (3
.

1 6 )得到

心 + 4u : - 一
a

a

1 2
(1 4 + 1 4 e o s4 t + e o s6 t )

(3
.

2 0 )
u :

(0 )二 u :
(二 )二 a 。 , u ; (0 )二 u

二(, ) = 0

利用公式 (2
.

3 1 )
,

求得(3
.

2 0) 的解为

}

、广,咨‘八匕SOV

u : 一 。
。

{小 {净
5 2‘+

淤一赢 (3
。

2 1 )

把 (3
.

9 )
、

(3
.

1 4 )和 (3
.

1 9 )代入 (2
.

1 0 )得到

“一 4 +

晃
一+ o (一 )

(3
.

2 2 )

把 (3
.

1 0 )
、

(3
.

1 5 )和 (3
.

2 2 )代入 (2
.

2 2 )得到

, , 、 _

二 己 _ . _ _ ,

“L了) = C O S艺才+
. 八悦一 3 十 艺C O S艺犷十 C O S 4 t 全
上乙

己2

1 1 5 2
通一 4 5 + 2 8 e o sZt + 1 6 e o s 4 t+ 3 e o s6 t} + o (

e Z

) (3
.

2 3 )

类似地
, 对情形(3

.

5 )可得到

“一、一

蕊
一

+
o(c

2

)

·
(‘, 一乡

一‘n Z‘一

鑫{
s‘n Z‘-

(3
.

2 4 )

}
手吞月任n

.d且

S

嘴土�Q�

+
。

式
J

{2 3 s i n Z , 一 : 6 5 1。4 , + 3 s in 6才} + 。( 。
:

)
乙 O U 生

( 3
.

2 5 )

( 3
.

2 3 )和 ( 3
.

2 5 )是初值问题 ( 3
.

1) 两个线性无关的解的近似表达式
.

它们分别对应初始条件

( 3
.

2 )和 ( 3
.

3 )
.

既然我们仅对 (扩)阶的项有兴趣 ,
故可从( 3

.

23 )和 ( 3
.

2 5 )中分别取前三项 , 于是有
。( o ) ~ 1 一。2

八 15 2
, u l ( o ) 二 o ( 3

.

2 6 )
二
( o ) = 0 , u /

( o ) = 1 ( 3
.

2 7 )

显然可看出初始条件 ( 3
.

2 )和 ( 3
.

2 6 )几乎一样 ,
一

而 ( 3
.

3 )和 ( 3
.

2 7 )完全一致
.

图1中u和 v
所示曲线分别对应于 ( 3

.

23 )和文〔7〕中( 1 1
.

89 )
,
图2 中

。和 v
所示曲线分别对应

于 ( 3
.

2 5 )和文〔7 3中( 1 1
.

9 1 )
.
“和

v是 M a t h ie :

方程的近似解
.

用本文中的方法对M at hi
e “ 方

\协厂
一

义 /

\

健粗

厂入
一

\

又少一

田 1 ( 3
.

23 )衰示的曲线。与文 [了]中( 11
.

8匀)表示的

曲线
。

的比较图 (
。一 。

.

叩

图 2 ( 3
.

25 )表示的曲践。与文 [ 7 ]中( 1 1
.

9 1)衰示的

曲线
v
的比较圈(e 二。

‘

5 )



一类含小参数的H lll 方程的自由振动 3 3 5

程所得之结果与文〔7〕中的结果(1 1
.

8 9 )((1工
.

9 1 ))相差甚微
。

值得注意的是
,
本 文 提供的方

法可用来求一般H il l方程的周期解
.
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