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摘 要

本文用变分法对悬臂矩形板在对称边界荷载下的稳定性进行研究
.

我们将对在悬臂矩形板的一

对相对的 自由边作用有不同的对称边界荷载时
,

求出薄板的最小临界力
.

文中分别讨论 了有一对集

中力
,

均布荷载
,

局部均布荷载
,

三角形分布荷载及一对集中力偶作用之下悬臂矩 形 板发生屈曲

时的最小临界荷载
.

一
、

方 法 原 理

为了寻求悬臂矩形板在对称边界荷载作用之下发生屈曲时的最小的临界荷载
,

我们将应

用最小势能原理
r‘“”’. 由能量分析可知

:

当薄板系统发生屈曲时
, 其总势 能 应达到驻值

, 从

而求出最小的临界荷载
.

总势能为驻值的条件就是

占H = 0 (1
.

1 )

其中11 表示薄板系统的总势能
,
它包 括薄板系统的形变势能U 和外力的势能V , 即

H = U + 犷 (1
.

2 )

若薄板为一等厚的各向同性 板
,

则当板面发生弯曲时
,

其整个系统所 储 存 的 形变势能

为“’

D 「「
, , _ _ ,

(J = 了 1 IL LV
.

功 )
-

一 Z t l一 拌)气功一功, , 一切二, 月。劣a y
‘ J 沙

(1
.

3 )

其中 D 二 E h吕八 2 (l一矿)
,

是 板的弯曲刚度
, E

,
h, 拌分别 为薄板材料的弹 性模量

,
板厚和

泊松比
.

v
Z

为拉普拉斯算子
, 叨为挠曲函数 , 叨

. ‘ , 切, , , 叨 ,’等为挠曲函数对相应下标的偏导

数 , 二重积分遍及板的中面
。

若薄板在一对相对的自由边男 = 0和劣 = a上作用有对称的分布荷载P(功
,
这荷 载沿y轴方

向是变化的
,

而作用的方向是沿x 轴的方向
,
如图1所示

。

这时
,

外力的势能是

1 「「
_ , 、 _ , 1

_ ,

犷 = 一 ‘ 1 IP 气夕夕切云a 劣a y
‘ 沙沙

(1
.

4 )

.

潘立宙推荐
.



成 祥 生

一其中P (功为分布荷载沿y轴方向变化的集度
, 切

二

为挠 曲函 数

对%的一 阶偏导数
, 积分遍及板的中面全域

.

只要我们对每一个具体的情况能写出 (1
.

3) 和 (1
.

4 )
,

从

而组成 (1. 2)
,

于是由条件(1
.

1) 就可求出薄板发生屈 曲时的

最小的临界荷载
.

在公式(1
.

3) 和 (1
.

4) 中的挠曲函数二二 、(二
,

刃 应事先

选择
,

至少使它满足薄板的全部几何边界条件
.

但若能满足

一部分内力边界条件
, 不但能使计算过程简单

,

而且还能提

高计算精度
.

父训

对
卜

现在对图1所示的薄板
,

当受到对称的压力后发生屈曲
,

试用下式来 表 示形成的挠曲面

W 一 ,
1

(卜
。。S

瑟
_

)
+ ,

:

攀
5、n

登 (1
.

5 )

其中
a 和b分别 为薄板沿二轴和夕轴边的长度

, 而f
l

和f
:

为未知数的系数
.

式 中第二项和实际弯

曲形式非常接近
,
但不能满足一对 自由边二二 O和留二 a 上的挠度不为零的条件

, 然而当增加了

第一项之后就克服了这个缺点
.

现在函数 (1
.

5 ) 能满足悬臂矩形板的全部几何边界条件
, 即

在固定边 g = O上

。 {
, _ 。= 0

及在其它三个自由边上
, 挠度不等于

。 :

切 ,
}

, 。 。= (1
.

6 )

如果挠曲函数还能满足一部分 内力边界条件那就更 好了
.

现在使函数 (1
.

5 ) 满足在自由

边夕二b上 的合成横向剪力犷
,
为零

, 即 r‘〕

[ 叨 , 一, + (2 一拼)田
. , , 」, 一 。二o (1

.

7 )

若将 (1
.

5) 代入(1
.

7 )
,

并消去三角函数 si n (二戈/a) 之后可得到

f
: = 一 4 (2 一拼)(bZ

/
a Z
)f

: (2
.

5 )

于是函数 (l
.

5 ) 中的两个系数之间存在一个由上式表示的约束关系
.

这样在函数 (1
.

5)

中将只有一个系数是独立的
,
从而在以

’
一

E的计算中可得到很大的方便
, 同时由 于 函数 (1

.

5)

又满足了在自由边 夕二b 的合成横向剪力为零的部分内力边界条件 (1
.

7 ) , 于是计算精度也相

应地得到提高
。

对于方板的情形
, 因吞~ a ,

若取拼一 0
.

3则由 (1
.

8 )
一

可得

f
: = 一 6

.

8 0f
: (1

.

9 )

二
、

具 体 数 值 算 例

情形 A 设有一悬臂矩形板
,

在点(0
,

b) 和点(
a , b) 各有一个集中力 尸 作用

,
如图2所

先计算薄板的形变势能
,
为此将函数 (1

.

5) 代入 (1
.

3) , 进行积分可得到

“ 一

乳嘉
, :耳票

+

价 豁(告
一

喇
了;

+

〔苏
一 2

默卜二)〕,
l

j2 } (2
.

1 )
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再计算外力的势能
, 应用(1

.

4 )
,

并注意到是集中力的情形
,

则有

1 。 「
a , _ 、 ,

厂 = 一 2 厂 J
。 L功

·

) i
二 b a ‘ (2

.

2 )

将函数(1
.

5) 代入上式可得到

1
‘

= 一
二 X 4
Z

.

。3 4 8 5

誊
, ;

(2
.

3 )

对于方板的情形
, 因b二 a , 若取拌~ 0

.

3 , 则(2
.

1) 可简化为

。一

合享
(3

.

0 3 1 2 5, : + 1 8
.

0 7 8 7”‘“+ 2
·

‘7‘2“
l

f
2 ,

(2
.

4 )

再应用 (1
.

的 可得到

1
. ‘ . 。 , _ _ ‘ _

U = 艺 x l 石,
·

“丫l b 了
刀

_

,

砂 J (2
.

5 )

对于方板的情形
,

将 (2
.

3) 和 (2
.

5) 代入 (1
.

2 )
,

再 由 (1
.

1) 对一个参数 f
: 进行变分

,

可得到图2所示的悬臂方板在一对集中力作用下发生屈曲时的最小的临界荷载

尸
。 ,

1 3 9

4
_

.

5 7 1 6 7

9 3 4 8 5
夕 = 2 8

_

2 5 2 5 2 6 卫
a

一

a
(2

.

6 )

用上述同样的方法还计算了以下几种情形
,

就是

情形B 一悬臂方板
,

在点 (o
,

a/ 2 ) 和点 (
a ,

a/ 2 ) 各有一个集中力 尸作用
,

如图3所

示
.

求得最小的临界荷载为

卜卜卜卜

aaaaa
一一-一
夕

琶琶琶琶

一一一

aaaaa

圈 2 圈 3 图 4

P
c ,

= 4 5 2
.

5 3 0 8 0D /
a (2

.

7 )

情形七 一悬 臂方板
,

有四个相 等的集中力尸作用
,

如图 4所示
.

求得最小的临界荷载为

P
。 ,
= 2 6

.
‘

6 1 9 4 6D /
a (2

.

8 )

不难验证
:
以上三种情形的临界荷 载之间有如下简单的关系

1

P 杏乍,

1

尸荟护

1

十 户杏李
, (2

.

9 )

式中P 荟令
) ,

情形O

不
.

情形艺

尸”
’和尸炸

’
分别为情形A

、

情形 B和情形 C 的临界荷 载
.

一悬臂方板
, 在、二 0和戈 = a两个自由边上各有一均匀分布压力九作用

,
如图5所

一悬臂方板在‘一叶日‘一
“

两个自由边上各有一三角形分布的荷软
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P(夕) , (1一可b)户。 (2
.

1 0 )

作用
,
如图6所示

.

【【【【【【【【【【二二〔〔〔二二二二二二二二二
巨巨巨巨巨巨巨巨巨巨二二巨巨巨二二二二二二二二二
................... 日脚州. 口口阅阅阅. . 月. 口口口口

【【【二二二二 二〕〕
}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}} !!!!!!!!! !!!

*** ppp

履履履履
口口口

日 5

二
情形F 一悬臂方板在劣 = 0和戈二 a两个自由边上各有一如下的三角形分布荷载

, (, ) =苦
, 。

(2
.

1 1)

作用
,
如图7所示

。

情形 D
、

E
、

F 的计算结果均列于表 1 中
.

容易验证
,

情 形 D , E , F 的最小临界荷载

(p 。)Jg
, ,

(p
o

)咨梦
’和 (p 。)杏丫

’
之间也有如下简单的关系

(P。) .(P
,

阮)l亨厂 阮刀砂
(2

.

1 2 )

情形G 设有一悬臂方板
,

在% , 0和% = a两个自由边上
,
从离开 固定端为l: 到12之间各有

一个局部均匀分布压力P。
作用

,
如图8所示

.

求出它的最小的临界荷载是

户‘ }
。

}爪

lllllllll 【二 ]]]

}}}}}}}}}}}}}}}!!!!! 一 !!!!!!!

((((( 一11111 厂, 门门
!!!!! 一lllll l二 111
}}}}} lllll ! lll

aaaaa
,, . . . .

.
, . .

口娜
. . . ‘月月

矛碑娜. . . . 曰阳 . ~
‘

, 沛认

日 了 圈 8

二
(p 。)

。 ,
二

1 3 9
.

5 7 1 6 7 a 3

吞j丽丽硬几二几

日
、

一D
)

(2
.

1 3)

上式的具体数值
,
要根据几和几的量来确定

,
现在讨论两种特殊情形

.

三
_

飞

情形 H 设的均匀压力为P。,
l: 二 a/ 2 , I: , a ,

如图 9所示
.

求出它的最小的临界载荷是

(P。)
。r

二i 4 5
.

0 7 7 6 sD / a
Z

(2
.

1 4 )

情形 . 设均匀压力为P0
, l: 二。, l: = a

/ 2
,
如图1 0所示

.

求出它的最小的临界荷载是

(P
。

)
。r

二4 5 2 5
.

so 7 9sD /
a :

(2
.

1 5)

不难验证
,
情形H

, I和D 的最小临界荷载 <巧) .(9
, , (九 ).( 弄

’和 (八) .(驴名间有如下简单
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的关系

1

(入)了亨) (九)J铆

1
,

~ 工一

订 凡下
一r

仁P o j ‘奋
(2

.

1 6 )

情形J 设一悬臂方板
, 在二二 o和 劣二 a两个自由边上各有一组如下的压力

,
,

一

(
2

誉
一 1

)
, ·

(2
.

1 7 )

作用
,
如图11 所示

。

号号
】】

1 iii

清清 l lll

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
((((( ]]]]] , 一

jjj
〔〔〔二]]]]]]]]]]]]]
〔〔〔二!!!!!
【【【二〕〕〕

雀雀
-----

纽、、二一二
,

~ 丁

孙乡
扒也加�

p .
! 。 }入

口 1 0 圈 1 1

我们仍然认为压力取正号
,
其中P0 为在 y~ O和 y二 a点处的压力强度

.

在这种情形下求出它的最小的临界压力

(P。)
。一
二2 1 2

.

1 4 4 0 2D /
a 艺 (2

.

1 8 )

或用 (画在图11 中的) 一对力偶M
。

来代替由 ( 2
.

1 7 ) 式所表示的压力的作用
,

于是

(M
。)

。一
二 8 5

.

3 5 7 3 4D (2
.

1 9 )

其中M 。, p oa Z/ 6
.

将以上各情形的全部计算结果列于表1中
.

衰 1

一~ 一- - 甲- 一‘一- - - - ~ - 一一一一

情形
一

一

—
一

—
l

F 一

l右

( P
.
)

c f

二 16 0
.

界 荷 载 图号

漏而厉石厂
-

一一
- - -

一一‘了

号一2图

AAAAAAA

BBBBBBB

CCCCCCC

临 界 荷 载

P
e r

o Zs
.

ZsZsoD la

P
o r

, 4‘2
.

6 3 o so D / a

P
。 ,

. 26
.

8 1 . 4 . D /
a

( P
o
)
。 ,

。 1峨l一 ls s 7 D /价

(P
一
)
。 r

~ a4 a
,

4 , 5 2 5 D /砂

(p
.
)
。 r

二
1 3 9

,

6 7 1 6 7砂
0

.

o s e 。。(I :一 l盆)
一刀

(加)
。r

二 一4 5
.

0 77 6 sD / a
,

( P
o
)
‘ r

。 峨6 2 5
.

3 0 7 0 8D /
a .

(M o
)
。 r

= 3 5
.

3 5 7 3今D

9

l0

三
、

结 束 语

1
.

界荷载
.

2
.

本文用变分法给出了悬臂板在十种受力情形 ( A ~ J) 下发生对称屈曲时的最小的临

当薄板不是方形 板时
,

只要根据边长比从 ( 1
.

8) 先求出f
:
和f

:

的关系
.

然后由 (2
.

1) 求

搏振系统的形变势能
,

由 (l : 4 )求外力的势能
,

最后可得到任意边长咚的悬臂矩形 板在各种
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情形下发生对称屈曲时的最小的临界荷载
.

3
.

本文中所选用的挠曲函数
, 不仅满足了薄板的全部几何边界条件

,

同时还满足了一

条自由边y二b上合成横向剪力为零的部分内力边界条件
, 于是可使计算精度提高

,

同时由于

使挠曲函数中独立的系数的个数减少
,
因此也减轻了计算工作量

.

4
.

在本文所选用的挠曲函数的情形下
, 对于一块受组合外荷载的薄板

, 它的最小的临

界荷载可由总荷载的各个组成部分所引起的各个最小的临界荷载
, 通过简单的计算而得

,
例

如 (2
.

9 )
、

(2
.

1 2 )和 (2
.

1 6 )式
.

5
.

由于所选用的挠曲函数不是唯一的
, 故 由不同的挠曲函数所求得的临界荷载一般也

不相同 , 近似解的好坏
, 主要取决于所选用的函 数

.
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