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摘 要

本文从具有不同抗拉与抗压性能的各种材料的宏观特性出发
,

建立了以描述不同弹性模量材

料性质的壳体唯象理论
,

并由此给出了一种有效的分析方法以求解由抗拉与拉压性能不同的材料

所制造的壳体结构强度和变形问题
.

材料的不同弹性模量性质
, 最早应归于 T o M 。二e H K

o( 1 9 3 1 )“
’
的研究

, 但他的结果当时

并没引起人们的多大注意
.

真正具有影响的工作是
’

A M 6 a p 从y , 。。 〔“’
(1 9 6 5 ) 的研 究

, 在他的

影响下
, 苏联学者对很多材料

,
如

:

高分子聚合物
、

纤维及颗粒增强复合材料
、

石墨结构
、

钢筋混凝土
、

金属材料等作 了一系列的试验研究
‘”’.

其结果表明
, 几乎所有材料在不同程度

上都表现有不同的抗拉及抗压弹性模量
.

从而 , A o 6 a p 玖y M : 二 提 出 并建立了与经典弹性理

论相对应的所谓
“

不同模量的弹性理论
”

(或称
“

弹性力学的唯象理论
”

)
.

值得提出的是
,
有关不同模量弹性理论的应用

,

到 目前为止只仅仅是限于一些非常简单

的问题
.

对于比较复杂的壳体结构
, 只限于无矩及弱矩的应用研究

, 而一般壳体的不同模量

弹性理论至今还仍未建立
.

本文是努力在这一方面作一定的尝试
.

一
、

不同模量的量级分析及应力应变方程

为方便起见
,
在文中记 E

+ , E
一

分别为拉伸及压缩时的弹性模量
; v+ ,

压缩时的泊松比
.

由能量性质
,
易证

:

E
+ , 一

= E
一 v +

在量级分析中
, 引入如下无量纲参数

刀, (E
十

一写
一

)/ (E
+

+ E
一

)

平均弹性模量和平均泊松比

E 二(E
+
+ E

一

)/ 2
, v = (

v +

+ v 一
)/ 2

则 ,
拉伸

、

压缩时的弹性模量和泊松比可表示为

v 一

分别 为拉伸及

(1
.

1)

(1
.

2 )

(1
.

3)

.

何福保推荐
.
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E
十
= E + 刀E

, E
一
= E 一刀E

, v +
= , + 脚

, , 一
= , 一如

这样
, 对于用主应力

、

主应变表示的二维本构关 系为
:

(1
.

4)

召l ~
吸

·

(z + 夕)E

V V

一万口” ea ~ 一万吸十
U :

(i一刀)E
(1

.

5 )

式中, 。 1 , 。 :

为主方向的两个主应变
; a , , 。 :

为主方向的两个主应力
, 并已假定。 ,是拉伸主

应力
, J :

是压缩主应力
.

方程(1
.

5 )写成如下的逆形式

E / 1
_ . _

、 、
J ‘
一 1/ (卜刀

“

)一
v “

戈1 一刀
“ ‘卞“‘“

/ !
(1

.

6 )/,llJ
、户、了

2e
E

a ,
= i / (i 一产)一

v么 (一
+ 1

1 + 刀

对于大多数的不同弹性模量材料
,
无量纲参数刀的值要远比 1 小

〔“’ (部分材料的数值见表1 )
.

衰 1 不同撰t 橄位裹

料
E +

(掩f/ 二衅 )

:

~
’

云
- 一

’ ‘ ’ t
‘

几
, , 尸 J . 、 2 0
火‘g ll m 刀u 月少

0 非

5
。

O忿

LO
.

0 零

13 7
。

0

137
。

0

1 18
。

0

2 7 4
。

0

2 3 8
。

0

2 14
.

0

一 0
.

66 6

一 0
。

5 3 8

一 0
。

67 8

机材璃

有玻

3b0 非

4 0 0 非

4 6 17 落

4 2 2 J0

4 6 1
。

0

5 48
.

0

4 8 0
.

0

4 8 0
。

0

6 2 3
。

0

一 0
。

12 9

一 O
。

d4 o

一 0
。

12 8

脂氧环树

2 40
。

0

16 0
。

0

2 10
.

0

14 3
。

0

14 0
。

0

2 5 0
。

0

O
。

5 0 6

0
。

13 3

0
。

2 14

非莽耸奋‘9
八己

份O

脂烯
;

丙聚 料塑

卡玻隆

氟塑料砂

7 1
。

2

2 6
。

8

88
。

6

3 0
.

4

一 0
。

2 18

一 0
.

16 4

玻璃-S

玻璃
一E

玻璃
一D

正规钢40
非

生铁

青铜

硅铝合金

了邑疑土 1 ,

混凝土 2 井

2 2 0 D
。

0

2 2 10
.

0

1 8 8 0
.

0

3 32 0
。

0

2 9 50
.

0

19 9 0
。

0

一 0
。

3 7 6

一 0
.

2 8 7

一 0
。

0 5 7

20 9 9 9
.

0

9 3 2 7
.

0

2 70 !
.

0

6 83 0
。

0

2 16 1 1
.

0

124 36
。

0

30 07
.

0

74 9 2
.

0

一 0
.

0 2 9

一 0
。

2 8 6

一 0
.

10 7

一 O
。

0 9 2

7 0 0
。

0

1 10 0
。

0

17 5 0
.

0

1 30 0
。

0

一 0
.

8 5 7

一0
。

16 7

一
~ 7

~ ~ ~ . ~

~
~ 一一 , 一

~ 一~
~ ~ ~

一

~ ~ ~

一
。~

一
.

一

一
~

-

一
.

~

一
占

一
即

一
~

一一
因此 , 方程(1

.

6 )中有关刀的项可以展开为

1

1 一刀
== 1 + 刀+ 刀

2 月一
1

z / (i 一刀
2 )一 v Z

一 ,

与
一

(卜
1

二
: + ⋯

)
(1

.

7 )

根据方程 (1. 7 ), 式(1
.

6 )简化为关于刀的渐近式
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E
, . 、 .

。

a l =
, 一 _ _

f 气气十v几 )十P
1 - V

E

1一 v么
e , 一口

2 E

1 一 v Z (
, 2

’

e .

1 一 V “

+

、、,万了

.山e+
梦

1 一v 名

a : 一 ,

三
, 2

(二
, + ·:

卜刀
1

三
, : ·:

一刀
2 ,

三
, :

( 。 召t

1 一少‘

+ 1

匕
, : e Z

)
+ ⋯

采用矩阵的表示方法
, 则上式为

[ a 〕: 二 {[D 。〕+ 刀〔D
:〕+ 刀

2

〔D 忿〕+ ⋯ } [ e〕,

式中
, 〔J 〕

;
二 {a ; a : 二: 么}T , 〔。〕: = {乡 : 。: ? : : }?

(1
.

8 )

飞jJ性.J0nUn CUU,1八U

一

习,�nU八U,:lwe七

2

,

梦

JI山

飞l矛Jeses

〔D 。〕=
E

1 一沪

「
‘

}
’

七0

0

( 1 一 v
) / 2

〔环〕=

( 1
.

g a )

〔D : ] ”
E

1一 , , 2

一 v Z

/ ( 1一v Z ) 一 v
/ ( 1一, 2

) o

一 v
/ ( 1一 v Z

) 一 vZ

/ ( 1一 , 2 ) o

0 0 0

犷!11
止
」

对于两个主应力都是拉伸应力的情况
, 其主应力与主应变的关系方程为

。 !
一 (1

器声一奋
与方程 ( 1

.

g a) 的推导相同夕
可得

V

吸
, 气 = 一 E

一

a ! + ( ,

办扭

!
声

!
........夕

〔刀
。

〕二 {
1 v o

E

1 一 v z
v 1 0

0
·

o ( 1一v )/ 2 }
[ D

:
〕二

E
1 一 v 么

( i + v Z

) / ( i 一 v : )

Zv
/ ( 1 一 , 2 )

0

2v / (l 一沪)
’

0

( i + vZ

) / ( i 一 2, 艺) o

0 0
( 1

.

g b )

( 1 + 3 v :

)v

( 1 一俨努

〔D : 〕=
E

1一沪「
v Z

( 3 + , 2

)
( 1 一 v Z

)
2

( 1 + 3v 之)v

( 1一 v Z

)
2

0

v Z

( 3 + v Z )
( 1 一 v ,

) ,

对于两个主应力都是压缩应力的情况
,

其主应力与主应变的矢系方程为

。1
一 ( 1

今
)二一 差

a Z ,
‘

e :

一 去
一

口1 + l( 1

今)E

显然
, 在双向压缩时的〔D

。

〕“及〔D : 〕“与双向拉伸时的 〔刀
。

」‘夕 〔D : 〕, 相同 ,
而〔Dl 加和〔D

: 〕,

差一符号
,

即
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〔D
。

] 。‘〔D
。

〕, , [D : ] 。= [认〕
, ,

[D
: 〕。== 一 [D

:
]

,

将主应力沁主应变关系转换到任意坐标轴下的应力~ 应变关系
, 则有

[ a 〕
:

== [ T
: : ,

] [a ]
: , [ ‘〕: = [T : : 。

〕[口」
二

其中
,

[ 口〕
:

= {a
, a , : : , } , , [ 。〕

:

= {e , e , ,
: , } , , [ T

: : 。〕= [ T
, 二。

」,

g e( )1
.

g e
’

(1
.

1 0 )

。

_
,

「
c

分
sln
烫 竹卿1

,

1
_ .

L’ “‘ J一
l

’

{
n

逻
c

?
‘

代 一 ”
·

”s‘n

塑j
,

,

, 一丁
a r“, ‘

L一 s ln 乙, s lu 乙梦 c o s艺梦J

将(1
.

10) 式代入方程(1
.

8 )
, 得在任意坐标轴下的应力

、

应变关系矩阵为

2 1 : ,

口
:

一a ,

[ a 〕
二

~ { [D
。

〕
二

+ 刀〔马〕
二

+ 刀
2 [ D : 」

:

+ ⋯卜[ e〕
,

(1
.

1 1)

式中 [ D
。

〕
二

= [ T
。 : 。〕[ D 。〕[ T : : 。

]

[ D ;〕
,

= [ T
: : 。〕[ D

,

〕【T l : 。

]

〔D : 〕
:

= [ T
二 : 。

〕[ D : 〕〔T
: : 。

] } (1
.

1 2 )

二
、

不同模量材料结构的有限元分析

对于用小参数表示的
、

具有渐近形式的应力应变关系矩阵(1
.

1 1)
, 相应的应力矢量和应

变矢量亦可表示成如下的渐近表达式

[ a 」
二

= [ a 0 )
二

+ 刀[ 口
: 〕

:

+ 刀
2

[a : ]
二

+ ⋯

[ 。 ]
二

== [ e 。〕
:

+ 刀[
e : 〕

二

+ 刀
2〔e : ]

:

+ ⋯

这样
, 方程(1

.

11) 表示为

} (2
.

1)

〔蛛〕
,

= 名 〔D, 〕
:

〔‘
. , 〕

二

加= 。
,

1
,

2
,

⋯ (2
.

2 )

同理 , 与方程(2
.

1) 中的应变矢量相对应的位移矢量亦可表示为

[ “〕二[ “
。

〕+ 刀[ “
:

〕+ 刀
2 [ “: 〕+ ⋯

而位移矢量与应变矢量的关系为

〔e , ] 二 [B 〕[“, 〕 j= o ,

1
,

2 ,

一

将式(2
.

1)
、

(2
.

5) 代入如下势能表达式

(2
.

3)

(2
.

4 )

。 I f
,

_
, , , , , r ,

「
, 。二

, , . J

才I ==
~

不 、 L口」云L‘J : a y 一 I L厂J
‘

L“J口人
乙 J V J 孟

(2
.

5 )

并注意到方程(2
.

2 )
、

(2
.

4)
,
得

汀= E 夕
. H -

(2
.

6 )

式中

H. 一

封艺 E [ u , 一〕
,
[B j

,
[ D

. ]
, 才一。 ‘一。

·

〔B 」仁。一 , 〕d犷一

!
‘〔p 〕·〔。·〕d A

(2
.

7 )
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在附录中我们将给出以下两个定理的证明
:

定理 1 (能量渐近原理 )

对于具有各种可能的渐近位移表达式(2
.

3 )
,
其真实的渐近展开式是使它所对 应 的势能

渐近展开式(2
.

6) 中的各阶渐近展开项均取极值
, 即

占H , = o k ~ 0
,

1
,

2
,

⋯ (2
.

8 )

定理2 (展开项定理 )

从势能渐近展开式的第Zm 阶展开项H , 的变分式声刀, = o 中只能且仅能推求出对应位移

矢量展开式中到第m 阶近似的渐近表达式
.

而且
, 变分式 占H , 动与变分式 占H ,

+ : = o 是恒

等的
。

这样
, 根据定理 1,

(2
.

7 )式可以写成如下的形式
:

H Z

一{
,

鑫
〔二〕

’〔B〕’〔D , 〕
:

〔B 〕〔

一
〕‘犷

+
合{

, 〔一〕
’〔B 〕’〔D

。

〕
·

「”〕〔二〕‘犷

一

{
, 〔p 〕, 〔” : 。〕dA 一 f(〔“

,〕,‘
、 m ’

!
, 〔B〕·〔D 。:

·

〔B 〕d 犷
·

〔一 , 一

{
, 〔p 」“m , d A

(2
.

9)

变分得
:

, [ D , 〕
:

〔B 3 [“一 , 〕d 犷 m ~ 0
,

1
,

2
,

⋯ (2
.

1 0 ),JBrL

价一卜�.

F

‘

l.
J

一

〔K
。〕一

{
, 〔B 〕·〔D

。
〕
·

〔B 〕d犷

〔R ·〕一

{
, 〔p ,“m ,dA

〔K , 〕一

{
,

〔B〕·〔D , 〕
·

〔B 〕d 厂

( 2
.

1 1 )

则
,

方程( 2
.

10) 为

〔K
。〕[ 。. 〕二〔R . 〕一乙 〔K

, ] 〔u 。
一 , 〕 m = 0

,

1
,

2
,

⋯ ( 2
.

12 )

显然
, 方程( 2

.

1 2 )在。= 。时它表示一般的弹性理论中的有限元平衡方程{ 而 当。大于零时
,

由于材料的不同弹性模量引起了一个附加刚度矩阵〔K , 〕,
而且这个附加llJ 度矩阵与 m = 0时

的应力状态有关
.

当两个主应力同号且是拉 伸 应 力 时
, 〔D O] , 〔D :」,

t刀门 采 用 表 达 式

( i
.

ob ) , 当两个主应力同号且是压缩应力时
, [ D 。] , [ D ,〕

,

[ D : 〕采用表廷式 ( z
.

g e ) , 而当

两个主应力异号时
, 〔马〕

, 〔刀 :〕, 〔马〕采用表达式 ( 1
.

g a)
.
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这里值得指出的是
,

由于表达式(1
.

9a
,

b
, c
) 中 〔D 。〕是相同的

.

因而
,
求解方程(2

.

12 )

并不需要迭代
, 它只要求得零阶近似的主应力

,

然后再根据 主应力 的 符 号来 选 择 相 应的

「D 、〕, 〔刀门的表达式
,

最后形成附 加刚度矩阵并求出高阶近似
.

三
、

结 束 语

本文对具有不同的抗拉
、

抗压弹性模量材料的壳体结构
,

提出了一种比较有效的
、

一般

的有限元分析方法
,

当然本文的方法除 了壳体结构外
,

对梁
、

杆
、

平面问题 等 也 将 是适用

的
.

由干沪屯本文的方法中
,

不同弹性模 鼠的性质只仅仅是反映在高阶的近似项中
,

因而在计

算中无需重复迭代求解
, 而只需根据零阶近似解的主应力符号来选择高阶近似项中的弹性模

量 , 且由于主应力的符号判别是在单元 内的积分点上
,

因而在选择 〔D
‘

〕(‘= 1
,

2
,

⋯ ) 时也是

十分方便的
.

由于本文的篇幅所限及 目前有关这方面的分析
、

实验数据较少
, 故对具体问题的数值计

算我们将在另文作详细讨论
.

附录 定理 1 及定理 2 的证明

在证明两个定理之前
,

我们先证明如下性质
: ‘

在几
,

的表达式 中
,

肠是最高阶的二次项
’ .

“
: 。一

;l
。

习刁〔
· ,一 : ·〔”〕·〔D

‘

〕
·

〔B〕〔一
, Jd 犷一

l
, 〔p , · :、

·

, d A
(A

.

1)
1 . 0 ‘一0

设【外1为17
2 ,

中最高阶的二次项
,

则

吞= j一 东= 2邢一 j劝m a x
,

2海= j一 ‘十 2“一 j户 m a x

从(A
.

2 )式
,

明显地有 ,

i= o
,

k = j= m

所以
,

(A
.

峥式可以写成

(A
.

2 )

(A
.

3 )

11
: 。 :

刁刃
〔一 “‘

’

〔”, 丁〔”
‘

, 。 [B ] [ u
: , 一

z ] d 犷

犷

习 名[ “ ,
一 ‘

] ’[B ]了
’

〔D
‘

]
·

rB ]。。
2 二 一

, 一d犷

:

刀〔
“伏 一 , 丁〔B , 了 : D

‘

,
·

: B 〕〔
U 。

:d 犷一 l
,

: p 〕了〔一
,

ld A

。

刁 习[“ ,
一 ‘

] ‘
一

汇B ]了 [D
‘

]
·

[B ]〔
u Z
一 ‘]“厂

j一 m + 1 ‘一 0

阴 一 1 ] + 而+ 1

夕

刁 刀 [“, ·

一
] 丁[B , , [D

。

]
·

[B z[。 , 一 : 一 :d 厂

. 0 ‘. 0

一

愁
一

(
:

习艺〔
·,二

+ 卜 ‘
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因为
.
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的表达式可以看到
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它的最高阶二次项也是 t% ]
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因而从它的变分中不可能求出比f‘ 1更

高阶的近似项
。

而且
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所以
.

a几
. , : 二。是恒满足的

,

从而定理 2 证毕
.

定理 1 的证明只需按常规方法形成刚度矩阵
,

此时
,

由于弹性矩阵 (1
.

1 1) 是渐近的
.

因而刚度矩阵也

是渐近的
,

最后根据平衡方程再作位移的渐近展开
.

很容易证明
,

其渐近平衡方程与本文的 (2
.

1 2) 式是一

致的〔们 .
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