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摘 要

本文将分析一个受弯复合材料层合板的计算模型
.

首先利用无量纲变量将层合板任 一 层的平

衡方程变成以位移表示的摄动型微分方程式
;
然后利用合成展开法

,

将求解区域分成内部区 域 和

边界层区域
,

并推导出求解外部解和内部解的数学模型
.

为突出边缘效应
,

最后用边界积分 方 程

表示内部解
.

一
、

引 言

层状复合材料结构边缘效应分析 曾引起 国内外很多学者的关注
,
因为在自由边近区即所

谓
‘

边界层
”

区内潜在有较高灼应力梯度
,

并认为它是层状结构破坏的
“

源泉
” , 因此对 边

界层
”

区内应力数值的分析和计算将为层状结构的设计提供数值结果
,

并对其承载能力或破

坏方式提供理论预测
.

以往对这一课题的分析和研究都是基于一个拟三维计算模型
〔” 〔6 ’, 即认为在 中面二y平

面上
,

沿二方向作用有均匀分布的拉应力
,

而 , 方向则为 自由边
; 在层合板的上

、

下表面没有

任何外载荷作用
.

本文将考虑一个受弯层合板的计算模型
,

即认为在中面二梦上
夕 劣一 + a时

,

其边界固定
;

在y 一 + b时 为自由边 ; 而在层合板的上表面上作用有均布垂直载荷 q (二
,

功
,

这一计算模型比

上面所提及的计算模型要复杂得多
.

二
、

基本假设和基本方程

考虑一个受弯复合材料层合 板的计算模型
,

如图 1 所示
.

劣圳 坐标系的原点取在层合板的中心
, 二y平面位于层合板的中面内

, 二 轴 垂直中面
, 设

层合板的表面作用有垂直载荷 q (二
,

功
; 并认为层厚与中面特征长度相比很小

, 即假定

,土仗

、、.刀/
.

九人甘
,八az

了‘、

为导出摄动型方程式
, 引进如下无量纲变量

:
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在上面的假设下
, 层合板任一层的基本方程如下

:

a
.

广义虎克定律

在新坐标下
,
广义虎克定律变为

:
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平衡方程

为书写方便起见
,
省略层间标记

“

j
” ,
且仍用劣代替另

,
“代替肠

二
等等

, 则以位移表示的层

合板任一层
“

了
”

的摄动型方程为
:
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三
、

外部解和内部解的数学模型

下面我们将利用所谓
“

合成展开
”

法来导出外部解和内部解的数学模型护丁
,

’
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刀== (y一 1) /哪 (3
.

1 )
“二“( o ) (劣

,

梦, 之 ,
。) + u (‘’( x

,

冲
, z , e )

‘

。。广叹
了

,

梦毛的 + 。闭 ( 价尔石约
’

( 3
.

2)

田二脚伪臼( 劣
,

y
, 召

,
e ) + 。切 (‘) (劣

: 叼
,
之

, 。
)

其中
u ‘”’, 。 ‘。, 和树 , ,

为外都解 ;

“。
, 。内和切 (’’为内部解

·

将外都解和内都解最成
‘

。的幕级数
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将方程 (3
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幻及 (3
.

3) 和 (3
.

4) 代入控制微分方程 份
.

7) ~ (2
.

分) , 则得受弯层合板任一层

的外部解和内部解的零级近似数学模型
:

a
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b、 内部解
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四
、

数值分析

对于外部解零级近似的数学模型 (3
.

5) ~ (3
.

7) 我们可以适当改写一下
,
将其写成

:
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若假定在内部区域 一一边界层之外的区域层合板的变形满足克希霍夫假定
, 即假定

工.一梦切�日口
一

口岩梦
一。

,

繁
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~ 二宁一 十
O Z

则方程 (3
.

5) ~ (3
.

7) 可恒被满足
,

这就是说
,
薄板弯曲的克希霍夫假定是外部解零级近似的

一个特例
,

因此 , 若我们承认在内部区域受弯层合板满足克希霍夫假定
, 那么我们就可以用

常规分析方法求其外部解
。
潇
“’,

时
“’和阴J

“’.

本文的重点在于讨论边缘效应 , 下面转向求内部

解
.

将以应力表示的边界条件化成以位移来表示
,

若 边界条件对于内部解也仅取零级
, 则取

如下形式
:
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下面着手求微分方程(3
.

8) ~ (3
.

10 )在边界条件(4
.

1) ~ (4
.

8) 下的解

二从内部解方程的结构看
,
显然求解川

‘,
可以与川

‘, , 切舌‘’分开
, 因为不但控制方程而且边

界条件也不棍合
,

‘

求解时
‘, 的控制方程和边界条件较为简单

, 因此我们着重讨论关 于 时
‘) 和

切户的录解
.

为此引进所谓
“

广义应力函数
”

、
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则F满足下列控制微分方程
:
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当相应于时
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的边界条件转化为F 的定解条件后

,
求 内部解 叫

‘,
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,

几 为求常
一
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.
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是 G 的边

M a

琢
a
ng

e 曾证明
, R

,

上的常系数线性偏微分算子 , (D )有基本解E 朴〔必帘扮
, ,
即

’

梦(D )砂二 J (4
.

15)

并且
‘. ’

E · (p )一 (2二, 一

{
e X p〔‘““ d舀

护 (豹
(4

.

1 6 )

到熟
‘, 是R

”

上的
”+ 1阶广义函数空间

.



往. 越 叶 替 泉 周 焕 文

于是 , (4
.

13 )就是求
“

广义应力函数
”

F 的边界积分方程式
.

利用边界单元离 散就可求

其数值解
.

有 了尸的数值则可 以求出内部解时
‘, 和。若‘’, 然后和时

‘’
一起就可以讨论 自由边的

边缘效应问题
.
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