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摘 要

这篇文章目的在于将在 R y比 le w : k i 和张进敏 (19 8匆中得到详细研究的线弹性体各向异性

度的概念推广到非线性非弹性体
.

所定义的各向异性度的良好特性说明了其合理性
.

一 己1 兰兰
.

、 J l 厂1

一个物质的各向异性主要体现在两个方面
:

各向异性类型和各向异性程度
.

前者由物质

的对称群表示
.

两个物质有相同的对称群那么就说他们有相同各向异性类型
.

关于物质对称

群的数学结构
,

按对称群对物质的分类以及有给定物质对称群的物质的本构关系 表 示 等 问

题
, 已有许多成功的研究结果

.

到 目前为止
,
数学家和理性力学家的大量的注意力集中在这

方面的研究上
.

另一方面与此相反
, 对于 各向异性程度的研究几乎完全被忽略

.

众所周知
,

对于横向各向同性材料 (其物质对称群或相同或相互共辘) 轴向模量和径向模量的差是特征

物质行为的一个重要参数
.

这种差是一种特定意义下的各向异性程度的度量
.

到目前为止在

这方面的研究如此之少
, 以至人们还不知道对于一般材料该怎样度量它们的各向异性程度

.

在岩石力学界
,
通常使用各向异性常数

C lx一 C一:

瓜
、

- (1
.

1 )

去度复弹性岩石的各向异性程度(Pr o s 和 B a b u s k a (1 9 6 7 )和 B r a e e (1 9 6 5 ))
,

这里 C . , 是弹

性系数
.

A le k s a
nd ro

v
等(1 9 6 5) 认为这种各向异性系数只适用于立体晶体

.

而对于一 般 的

弹性体应用类似于 (1
.

劝 中
a
的六个相互独立的参数描述

.

这种参数在各向同性时恒为 1 , 在

立方对称时都退化为 (1
.

1) , 而对于横向各向同性 6 个参数中两两相等且有一对恒为1
.

N ye

(l 95 7) 则认为物质的各向异性程度可用它偏离一各向同性材料的程度来度量
.

由于最一般的各向异性体有 21 个独立的弹性常数
,
其中有 18 个是独立的物质不变量

, 所

以任何以少于 18 个参数去度量各向异性程度的计划都不能刻画各向异性的所有方面
.

但有时

存在一些各向异性参数
, 它从各向异性行为的某一特殊方面去度量各向异性程度

.

目前 R y c扒 e w s ki (1 9 8 4 )已提出一种度量任意 P
一

阶张量的各向异性程度的度量方法
,
它

是该张量的轨迹直径与该张量的两倍范数的比值
.

实际上这种参数能用来作为系统研究一般

任意阶的张量泛函关系的各向异性程度的出发点
.

张进敏 (19 8 8 ) , R yc h le w s ki 和张进敏 (1 9 8 8) 已经详细研究了线弹性材料的 各 向 异 性

*

钱伟长推荐
.



绷
一

张 进 敏

度
夕
并且给出了横向各向同性材料

,

立方对称材料和正交各向异性材料各向异性度的封闭公

式
, 给出了几个数值计算实例

.

在这篇论文 中
,

我们首先重温在张进敏(19 8 8) 中得到详细研究的线弹性材料各向异性度

的物理意义
.

基于这种物理解释
夕
我们将各向异性度的定 义推广到一般材料

,
获得物质的总

体各向异性度和在某一状态各向异性度的概念
.

最后
,
我们归纳 了所定义的各向异性度的特

性
,
这些 良好特性说明所定义各向异性度的合理性

.

二
、

线弹性物质的各向异性度

一个线弹性固体的力学行为可以完全通过下述本构关系描述

T ~ A E (鱿1)

这 里T是第二 Pi ol a 一
K ir o hhof f 应力张量

,
E 是 Lag ra

n
ge 应变张量

.

A 被 称作该固体的

弹性张量
,

有 时简称该固体的弹性 (E las 士沈ity )
.

本构关系(2
.

1) 是相对于某一给定 的原始构型给定的
,

如果将弹性体相对于实验室 参 考

标架从一个构型旋转到另一参考构型
,

并相对于固定的实验室标架在旋转后的物体上施以与

以前一样的应变
,
我们将得到下列的应力输出

T , 二 (余A) E (2
.

2 )

这里R . A是对A作 R 旋转后的结果
,

(R
, A )‘, , ‘~ R , r

R s a

R , . R : ,

A
r a 。 。

仁2
.

3 )

旋转前后物体的应力响应的差别为

△T , = T R 一 T = (R , A 一A )E (2
.

4 )

如果旋转尸是固体的一个对称旋转
,

也即物质对 R 非敏感
, 那么差△T 丑变为零

.

但在一

般情形
, 当R 不是该固体的对称旋转时

, 差△T 丑
存在

.

而且这种差对于不同的固体将不同
,

尽管这些固体可能具有相同的物质对称群
.

这差的存在及它的变化性要求我们引进一个量去

度量它
,

即度量物质的各向异性度
.

△T ”是随R和 E 变化的一个函数
, 人们能容易地获得下列估计

}}△T 丑
l= l!(尺

. A 一A )E }}< j{R
一A 一 A 朋IE }}

<

黔
l价A 一剧但“

‘

户.i)

这里对任意一P阶张量B 范数拉
·

!}定义为

阴}}二B. B = (Ba
:

⋯。

刃a1 ⋯ aP )
‘尹“

(2
.

5) 中的等式可由某些旋转R 和E 达到 ,
所以 (2

.

的是一个最细估
卜

计
.

其最大值

d (A )二 m a x l形A 一A }}

(2
.

6 )

(2
.

7 )

能被理解作物体在各种不同定 向下
, 经任意一单位模应变所得的应力的差别的最大范数

.

直径 d (A )是一带有 物理量纲的参数
.

引进另一参数
:

0
一

轨迹直径与两倍张量范数的比

值
,

叔A )二
-

(2
.

8 )

去度量张量的各向异性程度似乎更 自然
.

d (A )有一下 限0和一上 限l , 即O( 截A )簇 1 夕 因为
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d (A ) = m a 不l!A 一 R . A }}
盆 〔口

《 m a x (}}A }}+ }}R
, A }}) = 2 {}A I (2

.

9)
R 〔口

当等式有效时
,

有

}}A 一 R 二A !{
“
= !}A l}

“
+ 11R , A {{

“
一 ZA

·

(R . A )二 4 }!A }2 (2
.

1 0 )

这方程可简化为

A
·

(R . 月) ~ 一 {{A }}
“

(2
.

1 1 )

根据线性代数的基本知识
,

上面的方程当且仅当

协A = 一A (2
.

1 2 )

时才成立
.

换句括说 , 当且仅 当存在一个旋转R 使得A旋转后与 A 本身刚好反号时
,
各向异

性程度叔A )才等于单位 1
.

事实上
, 张进敏 (1 9 8 8) 已经证明对于线弹性材料其各向异性度

f

决不可达到 1 , 并找到 了

几种具有特殊对称特性的材料的各向异性度的最大可能值
.

例如对于横向同性材料和立方对

称材料
,

最大可能的 各向异性度分别为材下/4 和 4斌了/ 9
.

张进敏(1 9 88 )
,

R ych le w s ki 和张进敏 (19 8 8 )已经详细调查了线弹性材料 的 各 向 异 性

度
·
,

并给出了横向各向同性
,

立方对称性及正交各向异性等材料各间异性度的数值算例
.

在

许多性况下
,

在工程结构中使用的材料经常在其线弹性范围外工作
,
但到 目前为止没人讨论

过这种非线性非弹性材料的各向异性度
:

问题
.

在下一节
,

我们就是试
,

图研究这种材料的各向

异性度向量
.

三
、

一般固体的各向异性度

到 目前为止
,
我们仅讨论 了任意P

一

阶张量的各位异性程度
.

除线弹性体外
, 别的物质的

物质特性通常不能仅由一个单独的张量描述
,

而是要通过
。
个张量或

,
个张量函数

.

在这一

节
,
我们将提出某些有前途的参数去度量非线弹性体的各向异性度

.

从工程实际应用的现实

出发
,
下列三种情况好象特别有研究价值

:

i) 线性固体 ; ii )非线性弹性体 ,
.

111 川卜线性 非 弹

性体
.

下面我们将分别加以研究
.

A
.

线性 固体

线性 固体是指以下式为本构关系的固体
.

T = A
I

E : + A : E Z + ⋯ + A , E , (3
.

1)

这里
,
式A : ⋯ A 万是 N 个与宗量 E : , E

:

⋯
,

E 二 独立的线性算子
,

所有 宗量被假 设 是

L ag
r

an ge 型的
,

因而是相对于某一固定的参考标架的
.

当如果将物体作一个正交旋转 R,

并相对于参考标架施加相同的广义应变E
; ,

⋯
,

E 二则响应r 变成

T 月 ~ (R , A
,

)E
;
+ (R , A

Z

)E
:
+ ⋯ + (R , A 二 )E 二 (3

.

2 )

这里对任意P
一

阶张量型算子A
,

R , A ‘定义为

(R , A )。
:

⋯、 = R a :
凡⋯R 、, ,

寿
:

⋯ ,
,

(3
.

3 )

旋转前后的响应 T 的差 为

A T R 一 T 左一 T

= (R . A
;
一 A

;

)E
,
+ (R , A

Z
一 A

:

)E : + ⋯ + (R , A , 一 A , )E , (3
.

4 )

定义 1 本构关系 (3
.

1) 的各向异性度定义为



d (A ; ,

张 进 敏

寿 , 一

普旨
二

汗儡
这里

d (A
; ,

A , ) ~ In a x }}八T
“

l
R (O

J!E ;{{= 1

(3
.

5)

(3
.

6 )

= m a x l(R
, A , 一A ; )E ; + (R , 妊

:
一A : )E : + ⋯ + (R . A , 一 A 二 )E

,
!}

刀〔O
I

E 引}~ !

是物质经受各种单位的广义应变时
,
物体作R 旋转前后最大响应差范数

,

IA
: .

⋯
,

A刘 = m a x IA
: E : + A : E : + ⋯ + A 扮E 洲

}!E 石}二 1

是物质经受 各种单位广义应变时所能达到的最大响应范数
.

显然对任意R 〔O

(3
.

7 )

I}A
; ,

⋯
,

A , }}== IR
, A : , ⋯

,
R . A 二 11

d (A : ,

占(A , ,

二‘
,

A的 = d (R . A : , ⋯ ,
尸

, A对

⋯
,

A , ) = 占(R划
: , ⋯ , R . A , )

也就是说 l月
: ,

容易证明

A 二 l
,

d (A : , ⋯ , A , )和占(A : ,

⋯
,

A 万 )是物质不变量
.

(3
.

8 )

(3
.

9 )

(3
.

1 0 )

从方程(3
.

6 ) ,
很

d (A , , ⋯ , 过对

= m a x l}(R
, A : 一A : )E : + (R . A : 一 A , )E : + ⋯ + (R . A , 一A 二 )E , I}

刀‘O
!E ‘门= 1

( m a x j!(血A : )E , + (R 一A Z )E : + ⋯ + (R , A 二)E , I】
恃0Ei双

+ m a
刘}A

: E : + A
Z
E

Z

十⋯ + A , E 引}
门E ‘}}已

= 2 IA
: , ⋯ , A刘

从上式可知
,
各向异性度叔A , ⋯ , A )永远不会大于李

。

(3
.

1 1)

B
.

非线性弹性 固体

非线性弹性固体的本构关系形式为

T = F (E )

这里F是一一对应映射
.

当将物质体相对于参考标架旋转R 并施加相同的应变E 时 , 应力响应变为

T 丑= R T F (R E R 牙)R

应力响应在旋转前后的差值为

么T 月 = T 丑L-- T = R rF (尺君R
,

)R 一刃(E )

定义2 参数

(3
.

1 2 )

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

d (F , E ) =
d (F

,
E )

2 {i(F
, E )

L3
.

1 5 )

被称作 非线性弹性体在应变E 时的各向异性度
,

这里

d (F , E ) = m a x l△T
月
l

R (0
E ’

(E / O
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二 m a x lR
, 尸(刀石 , R , )R 一F (E

产)目
R ‘O

E ’
(EI O

(3
.

16 )

是受弹性变形E 作用时弹性体在各种定向下最大的应力响应的差范数
,

{{(F
, E )协一 m a x 怪F (R E R , )”~ m a x

拍F (E
/

)璐
战O E 咙E / O

(3
.

1 7 )

是物体在各种定向下最大的应力范数
.

这里我们使用 E / O 表示E 在正交群O下的轨迹
.

类似地
,
我们有不等式

d (F , E )《 m a x 比R , F (R E 砂)R 皿+ m a x 邢F (E ‘
)砚 (3

.

1 8 )
E

留
。 E ’

(E/ O

= 2皿(F
, E )翻

换句话说
,
各向阶异性度改F , E )决不会大子 1

。

推论 3 设 O是一任意正交张量
, 那 么

d (F , Q万Q , )二d (F , E )

l(F
, QE Q

, ) l二加(F
, E )皿

占(F , Q万Q
,
)二占(F

, E )

证明

(3
.

1 9 )

(3
.

2 0 )

(3
.

2 1)

d (F
,

QE Q , ) = m a x }l尸
, 尸(R QE 尹

Q
, R , )R 一 F (QE

产

Q ,
)n

E 乎
(E / O

‘

R (O 、 、

二 班a x
‘

肠R
, F (尺万

分尸, )R 一F (E
护
)皿

E 竖OE ’
O , / O

‘

双 O

= d (F , E ) (3
.

2 2 )

其它两式句类似地证明
.

方程(3
.

1 9) ~ (3
.

21 )说明d (F , E ) ,
l(F

, 刀 ) }!和改F , E )是三个物质不变量
.

由(3
.

15 )定义的各向异性度是与应变E 相关的
, 最大值

。
(F)

一

恶黔
“ ,飞孤

二 )
一

蒜噜h (3
.

2 3 )

被称作该弹性物质的总体各向异性度

C
.

非线性非弹性 固体

这里一般本构关系是指带有 N 个宗量 E ‘ (E : , ⋯ , E动的非线性本构关系
,
其形式为

T = F (E : , ⋯ , E , ) (3
.

2 4 )

这里 刃l, ⋯ , 君 , 是N 个
.

L名g n a
ng

o
.

型变量
,
保持广义应变 万= (E : , ⋯ , E 刃不变

,
而将

物体相对于参考标架旋转左应力响应T 的变为

T . = R , F (尺. 百 : , ⋯ ,

价E x )R (3
.

2 5 )

旋转前后应力响应r 的差为

AT B 二 T一T = 尸 , F (R 朴E : ,

⋯
,

R 一E , )R 一F (E : , ⋯ , E , ) (3
.

2 6)

以E / O 表示E = (E
; , ⋯ , 君刀 )在正交群O 下的轨迹

, 即

E / O = {(R . E : , ⋯ , R . E , ) !R 〔O } (3
.

2 7 )

定义4 我们称参数

创F , E , ,

⋯
,

E , ) =
d (F ; E : ,

乞百了{瓦石
E , )

⋯
,

E ,) .
(3

.

2 8 )



”O 张

为关系 (3
.

2的在 (E
; , ⋯

,
r

刃动处的各

进
了

’
诀

敏

d (F ; E
, ,

⋯
,

E 动 一 m a x

筒异性度
,
这

’

里

}}A T “ l
R (O

E 尹
(E ZO

= m a x }}R r F (价E : ,

R (O

E
,

(侧O
·

R . E 舟)’R 一F 〔E { , ... , E 舟)l (3
.

2 9 )

是在受广义变形(E
; 夕
⋯

,
E 动 下

,
物体取不同定向时所得到的最大的响应差范数

,

}}(F , E l , ⋯ , E 二 l= 刀la X

户(它/户
孔F (E 二

夕 ⋯
,
E 劫 11 (3

.

3 0)

是物体在各种不同定 向下所受应 力的最大范数
.

我们同样有不等式

d (F ; E ; ,

⋯
,

E 二)

簇 m a x }】R
,
F (R , E

I ,

⋯
,

R . E 孟)R l}+
R (O
刀

,

(万 / 0
’ ‘ ’

~ 2 1又尸 ; E
l ,

一
, 它N ) }

‘
、

‘

二
换句 话说

,
各向异性度占、F , E

, , ’

⋯肠)绝不会大于1
一

推论5 设Q是任意一正交张量
,

那么

In a X

E ’‘E / O
邢F (E ; , ⋯

,
E 孟)1}

(3
.

3 1)

d (F
, Q铭

: , ⋯
,

小对种 二成片
}}(F , Q , E ; , ⋯ , Q , E 二) 11= 11(F ,

“(F
, Q铭

, , ⋯
刃裙扔

一 J叭
\

这一推论的证明与推论 3 的证明类似
.

者, , e..
, E 二)

‘

E
l ,

一
,

E 二) }!

E i’,’
’

... ,
一

E 二 )

(3
.

3 2 )

(3
.

3 3 )

(3
.

3 4 )

类似地
, 关系 (3

.

2 4) 的各向异性度定义为

占(F ) ~ s u p占(F ; E
工, ⋯

,
E , ) (3

.

3 5 )
E 〔D o m (F )

可以验证
,

当(3
·

2 4 )退化成 (冬1 2) 时
,

定义式 (3
‘

2动
,

(3 多5 )分别退化到 (3
.

1 5)和 (3
.

23 ).

而当(3
.

2 4)退化到 (3
.

1 )时
,

(3
.

3 5 )此时等价于

d (月: , ⋯ 夕 A 二
)

= s u p (m a x 11(R , A
,
一月

,

)E {+
R (O

E ’
(万/ O

毖
‘、

⋯ + (R , A二一 A , )E 孟l丫斑a 冀脸A
、万盆+

心 ,. + A 二E 介U)

/ E ‘(E / 0

(3
.

36 )

它并不退化到 (3
.

5)
.

也就是说对于 (3
.

1) 我们定义了两种不同意义的各向异性度
,

很难说哪

一种更为合理
.

这样
,
我们在由所有固体材料组成的集合内按照它们的总体各向异性度建立了一种全序

关系
.

对任意两固体材料S 工和 5
2 .

我们说S
,

< 5
2

如果叔 3 : ) < 截S 。沁 局样有 S : 二又和S : > 5 2 .

最后必须指出在所有前面的讨论中
,
我们 总假设‘满足下面条件的参考标架被选定

:

所

考虑物质相对于该标架的对称群是正交群 O 的一个子群
.

按照 N ol l「1 , 7 2」分类
,
对于固体

和流体材料这总是可能的
.

对于液晶材料这种标架是不存在的
.

是否这里所定义的各向异性

度 (3
.

35 )对液 晶材料继续有效值得进一步的调查
.

综合上述
, 在这一节我们对三种类型的本构关系提出了度量它们的各向异性度的参数

.

这 些参数有下列特性

l) 最大可能值是 1
.
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各向异性度永远为正
,

而且对于各向同性材料均为零
.

所定义的量是物质不变量
.

所有各向异性度都是在各种定向下物体的最大响应差与它
一

最天的 响 应 范 数 的 比

、户
J、,z、,
沙

,“no月,

、j.((3
.

5) 和 (3
.

3 5) 的区别在于对应变的取法上

当物质是线弹性体时
, 所有各向异性度都退化到 (2

.

8 )
.

5)
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:
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‘Ja n R yc hj e w s城 教授的支持
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导
,
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