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摘 要

在本文中
,

我们应用 L a g ra n g 方法讨论了深水中浮体的突然起动
,

求得了问题的解析解
.

从

数值结果可知
:

当浮体宽度保持不变而增加深度时
,

扰动区域扩大
,

动态压力也增加
.

一 引 言
、

.

碑 . ‘一刁

研究流体
一

固体的相互作用是一个重要课题
,
在这研究领域中有一个内容是分析 当浸 润

在液体中的固体突然起动时液体作用在固体上的动态压 力
.

为了研究 坝 体 对地震的响 应
,

W es t e r g a a r d[ ‘’
采用附加质量法首先导得了水库中的水作用在垂直坝面上的动态 压 力 表 达

式
.

c h w a n g 和 H 。此 n e r[ ” 利用 v o n K ar m o n
一

的 动量平衡方法研究了地 震时作 用在倾 斜

坝面上的动态压力
.

C hw a n g 玉“, 又用复变函数方法从精确理论求 解了同 样 问 题
。

本文采 用

L a g 仁a n g e 方法来研究深水中浮体突然起动以后 自由面的变形和作用在浮体上的动态压力
.

因

为采用 L a g r a n g e 方法
,
所 以在 自由面上的非线性边界条件能精确满足

.

该方法在〔4 」中曾

叙述过
,
在〔5 〕中使用这一方法求解了在长水槽中加速平 板的问题

.

本文仅考虑在垂直平面

中的二维运动
, 浮体近似地作为一个矩形

.

在不同的深宽比下
,
所得的自由面变形和动态压

力系数具有良好的规律性
.

二
、

问 题

如图 1 所示
, 夕轴垂直向下

, 二 轴沿着未扰动 自由面水平向左
.

浮 体为一矩形
, 该矩形

的宽度为 l, 下沉的深度为 h
.

在初 始 时 浮体

突然以速度u( t) 向前运动
,
因此在前部的自由

面将抬升
,
在后部的 自由面会下 陷

, 同时浮体

要受到一个向后作用的动态压力
.

我们把 自变量取为
a ,

b 和 t , 其中
a , b为

L a gr a n g e 变量
,
取为初始时水质点的 直角坐

标
。

未知函数取为 X (a
,
b , t)

,

Y (a , b
,

t) 和
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P(
a ,

b
,

t)
,

其中 X
,

犷 为 t 时刻质点的直角坐标
, P 为总压力

.

L ag ra
n g 。 型的运动方程为

二 二
, z 丫 , 、 T 二

.

1
八 . ‘

八
a

十 又I “ 一 g ) I a

十刃P 。
七 U ,

尸

二 。
. , t ,

·

、 t ,
.

1
_

人 “人 b 一 Ll ‘已
一 g 少I 合十 万P 今. U

尸

(2
.

la
,

b )

连续性方程为

X
。
y b 一X bY

。
= 1 (2

.

2 )

在 (2
.

1) 中的 p 为液体密度
.

按照〔4 〕的做法
,

由 (2
.

1) 消去 P 后可得

(X
。

X 。‘+ Y
。
Y

。。

)一 (X 。X
。 .

+ Y 。Y
。 。

) = 0 (2
.

3 )

我们再把 X
,
y 和 P 都设成 t 的幂级数

X (a
,

b
,

t) = a + X (: , (a
,

b)t
Z
+ X ‘4 )(a

,

b )t
4
+ ⋯

Y (a
,

b
,

t) = b + Y ‘2 )(a
,

b)t急+ Y (4 )(a
,

b )t
4
+ ⋯

P(a
,

b
,

t) = P (。)(a
,

b )+ P ‘艺, (a
,

b)t么+ ⋯ } (2
.

4 a
,

b
, e )

在 (2
.

4) 中不包含 t 的奇次幂项
,

这是因为在 (2
.

1) 中如以 t换成 一 t 后 (2
.

1) 的形式不变
, 故

如果再对浮体的速度也作些限制
,

就完全可以使(2
、

妇中仅含 t 的偶次幂项
.

当然这 里 的 解

仅适用于 t《 1 的情 况
.

以 (2
.

4) 代入 (2
.

2)
,

再比较 t 的各次幕项
,

就可得一系列递推方程

X 舒
, + Y名

, , 二 o (2 ; 5 )

同样以 (2
.

4)代入 (2
.

3) 可得
,X 石

, , 一 Y二
2 , 二 o

(2
.

6 )
. . . . . .

⋯⋯

还需要把(2
.

4) 代入 (2
.

1 ) ,
得两套递推方程

Zx
、, ,
+ 生

P
风

。, = 0 (2
.

7 )

_ 、 , , 、
_

.

1
、.

‘。、

乙 I ‘:
’

一 g 个花
,

P 犷 = U

尸
(2

.

的

在 (2
.

4) 中
,

X 和 Y 已经能满足初始位置和初始速度为零的初始条件了
,
在此我们仅仅进一

步求出其中的 X 内
,
Y ‘z) 和 P ‘。, .

显然从 (2
.

5) 和(2
.

6) 两式可知 X 内和 Y( 幻是 a , b 的共辘调和函数
,
因此分别可作为某

一解析函数 Z 的虚部和实部
,

郎

z( 劝一Y(a
)

长死龙叭
二

==d +i b
’

(2. 幻
下面我们来求出 x 。和 Y(z) 所赫巍的边值

.

当 。一、时我们假定在底部的永质点永远在底

部
,

因此 Y (a
,

h
,

t)三 0 , 故由(2 ; 4 b )可得
·

_

认

脚z)(
a ,

h) 二 o (l
“
!司 / 2)

当 b二 0 时我们假定在自由面上的压力恒为零
, 因此 P (a

,

o
,

l.) 三 。,

0) 一 。, 即可得

(2
.

1 0 )

故由(2
.

4e )可得 P (。, (a ,

p 留
, (a

,
o) = o

因此由 (2
.

7) 得

X
‘2 , (a , 0 )二 0 (l

a
l> l/ 2 ) (2

.

1 1 )
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为了使 (2
.

4) 中仅含 t 的偶次幂项
,

我们对浮体速度稍加限制
,

使
u (t)二 a : t+ a at3 + ⋯

为简单起见
,

我们假设仅
a , 今 。

,

即浮体作匀加速运动
.

因此当 a ~ 士l/ 2 时

速度就是浮体的运动速度
, 故

X
.

(a
,
b

,

t) }
。一士222 = “(t)

由此可得

X ‘么,

(士l/ 2
,

b ) = a : / 2 (o < b< 入)

这样一来
,

根据 (2
.

1 0) ~ (2
.

1 2 )三式给定的边值我们 就可求得X
‘“)和p

“’.

水 质 点 的水平

(2 1 2 )

三
、

求 解

求解区域为多边形 CB A A
‘
B

‘
C

尹 ,

我们首先利用 S c hw ar : 一C hr is tof fe l公式把
二 平 面的

这一多边形映为研平面的上半平面
,

映照函数取为

·

娜{洲
,

右是d t + 万h (3
.

1 )

其中附 = “+ iv ,

不平面上的对应点已列在 图 2 中 , (3
.

1) 中的 寿为一参 数
,

满
‘

足 o< 寿< 1
.

从 0 到 A 积分
,
可得

乡
一M
{;之

产一 1

t么一 i / 寿
a (3

.

2 )

把上式中的积分记为 I : .

再从 A 到 B 积分
,

这时要注意
z 平面上幅角的变化

,
可得

”一M厂之)右轰
df

(3
.

3 )

把上式电的积分记为 I : .

由以上两式可得宽深比 占为

占二 l/ h= 2 11 / I
: (3

.

4)

如果给定了 舀
,

从上式就能求得(3
.

1) 中的 k
.

此外由 (3
.

2) 可得 c,

M ~ 1/ 2 1 : (3
.

5) 几

从图 2 可知在附平面的实轴上

R e Z 二 o (1
u
l< i )

Im Z == a l
/ 2 (1< 1

u
l< 1 / k )

Im Z 二 o ( }ul > l/ k)

告
-

} (3
.

6 )

根据 (3
.

6) 来确定Z 的问题是一个混合边值问题
,

故再作变换

亡== (平一 1 )/ (牙+ 1 )

其中 亡= S + ‘T
,

再引进未知函数的变换

Z 签 = Y补 + ‘X 朴 = Z / 斌万
Z 带 是 亡平面的上半平面中的解析函数

,

在 亡平面的实轴上有

(3
。

7 )

(3
.

8 )

。 a :
/ 2斌泞

Im z , = 悦
‘

0
,

(o< S < m , 1 / 。< S < , )

其他

所以位移X 拼, (S , T )和 Y 户, (S , T )为
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a : (雪一S )d君
2斌 雪((君一 S )

么
+ T

“

)

伪 d雪
2斌万((雪一S )

“

+ T
“

)

+

{刃一

+

J刃
。

a : (省一 S )d君
2材蓄

一

((占一S )“+ T
“

)

al d雪
2斌曹

一

((占一 S )“+ T 么)

(3
.

g a ,

b )

这里的 m 二 (1一掩)/ (1 + 幻
.

为了求得自由面 B C 的形状
, 从 B 到 C 积分 (3

.

1 ) ,
可得

一呵
_

浏{练⋯
一

dt+ 普

1 + 刀

J尽汀
创

声志
一

“‘+ ‘

)
‘’< “< ‘’

(3
.

1 0 a )

,土
I

一

J

吸了、z一2

由(3
.

9 a )可得

Y “’(“
,

”, 一
会

一

, ·

!芳黑
一 S 斌济 一剐S (1一fn )
止

二
~

泞石丽
二

千
~

口亏飞i二南)
(3

.

1 0 b)

(3
.

1 0) 作为 S 的参数方程
,
决定了 Y 内~ a 的关系

, 由此可知 自由面的变形
.

在 B
产

C
‘

上 ,
自由面的变形可求得为

t
‘丁

一

一l / k
么

一一tzl刀
.

SB

⋯1门
一门+
�

�+一�卜卜

尹

l一I
,土

.

1
一

产
了.、z一2

一一
a

Y ( : ) ( s, 。
卜

一

会
‘n

{创而一
斌厉一

d t一 1
)

一

1
_ ‘

{(
1 < S <
盖) ‘3

·

1 1 a ·b ,

_

S可丛二二夕尽
~

仁飞二业
_ } }

S斌而+ 澎了 ( 1一 m ) l )
如果把 Y 内看作

a
的函数

, 则由 (3
.

1 0) 和 (3
.

n )两式所确定的函数是一奇函数
.

我们可

以作如下证 明
:

在 (3
.

x o a ) 中 设 a : 二 a赞 > o ,
尹 对 应 于 S赞〔( m , i )

.

现 以 S = 1 /乎 (显然

义 ( 1 , 1 / m ) )代入 (3
.

z z a
)得

a : 一

欲
一

刹
1 + 1 2刀井

1一 x , 口关

幻娜 + 1 之{珠
·“‘一 1

]
二

香[士{
-

一+ 刀苦

x _ s补

票姿

/一砂二 r 儿
,

飞

闷 产两夕掩
‘

一

“ ‘
一 ‘

J

在上述的积分中作变换 t二 一 t产 , 即可得

a 名= 一口 x

即 a : 和 a :
是实轴上关于原点的对称点

.

此外以 国== l/ 舒 代入 (3
.

l lb )可得

Y ‘“,
( S’ , ”,

一
Y ‘: ,

(水
一 。

)
因此在两个对称点

a , 和 a :
处的Y ‘句具有大小相等但符号相反的性质

,
这符合实际流动图案

.

下面再来求解 p ‘0 , , 由 (2
.

7 )
、

( 2
.

8 )两式可得

P二
。, = 一ZX ‘2 , , P‘砂二一 2 犷‘名, + 夕

由上面两式可知 P ‘0) 是调和函数
, 故

p ‘。)

一
2

1{
X ( “)d · +

J(
Y ( : ) 一

梦)
、“

〕 (3
.

1 2 )
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沿 BA 从 B 到 A 积分上式 (d a . 0)

, : (。)
一

2

{:
_

r口
、 , , . 、

d b
,

。
.

Y ’“ , a 。+ g ”’ 一 ”J
, r “. ’

一

d s “。 + 9 0

由 (2
.

1 )也沿 B A 从 B 到 A 积分
,
可得

l
O 二二二二

一 一‘

2 1 1

1 + 夕

飞二油

! 尹舌 了
t : 一 1

1 / k
z
一 fZ

(3
.

1 3 a )

由此

d b
d S

、、

了
4 S

I : (1 一 S ) 瓦二了j
么二而豆瓦平了户

故最终

姗(6)- 半几
: (t) 五子巧

了

了笼舟牙纂蔽箭知
“+ ‘ (。<s < m)

(3
.

1 3 b )

其中 Y (: ,
须从 (3

.

9 a )求得
, 由(3

.

1 3 )可得在 B A 上的 P‘
。, .

再沿 B 产A
尸

从 B ‘ 到 A
尹

作同样的积分 (也有 d a = 0) 可得

l+ 口

l一 8

一 1 1 今

/
一

硬三丈
_

dt
N l/ k

:
一 t吕

产.IJ
,‘一I

一O‘一一
,

O

p罗
, ,

(b ) = 一哪
一

J:,
. : 内 。i
与侧

S

江‘S )
’二庵‘乙

~

I干亏)
名
d s + 动

(3
.

1 4 a
,

b )

(护
“< 一

)
同样可以证明在 B A 和 B 尸A

‘

的对应点上 的动压力有不同的符号
,
因此作用在浮体上的压力

为

, (b) 一
“ (b) 一邸

‘ ,

(。)一

翎扮
内 (

拱s)t
一

汀
-
- - - -

一 否一
(1‘泞)‘二护仃干泞户

d S

(3
.

1 5)

其中 b 仍由(3
.

13 a) 来确定
.

四
、

数 值 例 子

首先通过 (2
.

l b) 由给定的宽深比 雪来确定 寿的值
, 当雪分 别 取 为 0

.

5 , 1
.

0 , 2
.

0 时由

数值方法求得 k = 0
.

4 6 5 , 0
.

5 9 1 , 0
.

7 0 5
.

这时 I :
的值分别为 0

.

3 7 6 , 0
.

4 8 8 , 0
.

6 0 0
。

由于自由面的反对称性
,
我们只须考察在 BC 上的自由面的上升

,
而不必考察 在 B

‘

C
‘

上 自由面的下陷
。

当 蚕= 0
.

5 , 1
.

0 , 2
.

0时对应的 Y 拐,
分别绘在图 3 上

,

其中横坐标瓦= (Za/ l

一 1) ,
而纵坐标 犷向 = 一 2二y 内 /a

: .

由图 3 可知
, 当浮体的宽度 l保持不变

, 则随着下沉深

度 h 的增加
,
扰动区域也随着扩大

.

在浮体的侧壁处全内有一对数奇性
,
这是由于在角点 B

处压 力出现了第一类间断点
,

因此这里的位移是不真实的
.

当然自由面随时间的演变还须从

〔2
,
4b )求得

,
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其次我们来考察作用在浮体上的动态压 力分布
, 记横坐标为压 力 系 数 K = 叮4a

;
l

·

F ,

而纵坐标 刀二 b/h
.

所得的结果绘在图 4 上 , 由图可知当 省减小时
,

K 明 显 增加
,

但在 自由

面处压力系数始终为零
.

这一压 力系数可以用来估计为使浮体突然作匀加速运动时所需克服

的附加水动压力
.

这里的流动区域较为复 杂
, 故 只 求 得了

p ‘0 , (在〔4 〕中也只求得了 p ‘0 , ), 求 p
‘名, 的工

作量要增加很多
,

以后将继续加以讨论
.

. 3 日 4
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