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摘 要

本文用直接方法在时域内推导了粘弹性 T i也os h e n k o

梁 的控制微分方程
,

它 同时计及了材料

的拉伸粘性和剪切粘性
.

为了测定标准线性固体的复模量和三参数
,

对有机玻璃 (PM MA ) 和尼

龙创P C L ) 试件成功地应用了强迫振动梁技术
.

通过大量数值计算
,

对粘弹性 Ti o os 加 n k。 梁的

动力特性
,

特别是阻尼特性进行了分析
.

结果表明
,

材料粘性对结构的动力特性
,

尤其是对阻尼

有较大影响
.

对于高粘性材料
,

其动力学性质用标准线性固体模型来描写是合适的
.

一 日l
,

当、 廿 I 「口

近年来
,

由高分子聚合物材料制成的结构以及和纤维复合制成的结构得到广泛应用
.

这类

材料由于其强烈的时间
、

温度和频率效应使得传统的弹性理 论显得不相适应
,

而必须代之以

更复杂的粘弹性理论
.

目前
,

虽然粘弹性理论体系已经基本完备
,

但仍有 许多专题尚待进一

步研究
.

粘弹性结构动力理论就是其中之一 在涉及这类问题的文献中
,
以研究梁的振动问

题居多
.

但它们都存在若干不足之处
.

首先
,

从所建立的控制微分方程上看
,

有些方程异常

复杂 〔’,z,
3 ’, 物理意义含糊

,

给深入分析带来 困难 ; 有的方程由于从一开始就引入了具 体 模

型 , 被迫作了简化
,

失去一般性
f ‘J ;

有些方程形式呈挠度 与转动两变量藕合
〔”, 6 ’,

使 用不方

便
.

其次
,

从所采用的粘弹性模型来看
,

不少文 献 都 把 材 料 作 为 K e lvi n 一
V oi gt 固 体 处

理“
, ‘ ,‘, ’, 吕’,

众所周知
,

K e lv in
一
v oi gt 模型不符合实际固体的材料力学行为

,

特别是在动力学

领域 内它不能准确地描述材料的阻尼特性
.

最后
,
从材料粘弹性描述的完整上看

,

有些文献

所得出的控制方程都没能完整地反映材料粘弹性
〔7 , 。 , ‘0 , “ ’,

只是一个近似方程
.

此外 ,
上述

文献的研究存在两个共同问题
,

一是没有充分研究粘弹性梁的动力特性
,
特别 是其 阻 尼 特

性 , 二是都没有对其理论计算进行实验验证
。

本文运用微分算子方法直接推导了粘弹性 Ti m os he n k 。 梁的动力学普遍方程
, 推导中同

时保持了拉伸和剪切粘性
,

所得到的方程是完整精确的
, 适 合于任何一种粘 弹 性 模 型

.

其

次
,

本文作者利用强迫振动梁的实验技术成功地测量了材料的复模量以及标准线性固体模型

,

蒋咏秋推荐
.
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的粘弹性参数并用于本文中分析粘弹性梁的动力特性
,

特别是阻尼特性
.

通过大量计算结果

所得的曲线图比较了工程梁与Ti m os h e n k 。梁
、

标准线性固体模型与 K e lv in
一

V oi gt 模型之间

的异 同
,
并得到了粘弹性频率与弹性频率之间

、

阻尼与频率之间以及阻尼
、

频率与材料粘性

之间的关系
.

-

二
、 、

粘弹性Ti m os h e n k。梁的动力学普遍方程

设拉伸粘弹性和剪切粘弹性的本构关系分别为

P 。(a )= Q。(。) (2
.

1 )

P : (r )= Q
: (夕) (2

.

2 )

其中 P 。, 尸: , O。 和 Q : 是微分算子
, a , 。, : 和 , 分别是拉压应力及应变和剪切 应 力 及 应

变
.

如果假设拉伸和剪切服从线粘弹性规律
, 则微分算子形式为

尸。一

鑫
(P. )一

纂
(‘一 ”

,

‘)
(2

.

3 )

Q ‘二习 (q ‘) ,

口t今
(2

.

4 )

用算子 尸
。, 尸;

分别作用于梁截面的弯矩M 和剪力厂上
,

可得

p 。(M )一

{
,

Q
。

(·)一d A
(2

.

5 )

p l(厂 ) 一

I
, Q l
‘, )d A

(2
.

6 )

由 T im o she n k。 梁理论
,
梁变形后的斜率可记为

口切/a 劣 = 功+ ,
-

卜

(2
.

7 )

拉伸应变为
。= 一 z 口功/ 口x (2

.

8 )
一

将 (2
.

7 )
、

(2
.

8 )式代入 (2
.

5 )和 (2
.

6 ) ,
可得

尸0(M ) = 一IQ0(口功/ 口劣)
·

(2
.

9 )

尸, (犷 ) = A Q : (口叨 / a劣一诱) (2
.

1 0)

这两个式子实际上就是粘弹性 Ti m os h e n k 。 梁的广义本构关系
.

设记 P 为材料的体积密度
,

则考虑转动惯量的动平衡关系是

。厂/ a x 一 p A 刁2田/ 口产+ f二 0 (2
.

11)

aM / 口二 + p l护功/ at
“一厂二 O (2

.

1 2 )

以复合算子 尸
。尸, 作用于 (2

.

n )和 (2
.

12 ) 夕 然后将 (2
.

9) 和(2
.

10 )代入
, 经整理后得到

AP OQ
,

(会)
一扩

。。:

嘿
一

)
一、尸

。

城令)
+

POP
I(‘卜

”

, 尸
,

Q
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(且翼)
+ A p

。

Q
l

(瓮卜
p‘尸

。
:

1

(
少2功
口tz )

一 A p
O

Q ! (功’一 0

(2
.

13 )

(2
.

1 4 ) -

这就是粘弹性Ti m os h e n k 。梁动力学普遍方程的祸合形式
.

而去藕形式的粘弹性Ti m os h e n k 。
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梁的动力学普遍方程可由此出发
, 经过代换运算和整理化简得出如下

:
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注意到 (2
.

1 5) 和 (2
.

16) 的齐次形式完全相同
,

因此
,
在研 究梁的动力学特性时

,

只需取其中

一个研究
.

在方程(2
.

1 5) 中
,
如不计横向剪切和转动惯量的影响

, 即令 p l = o , Q
:

, oo ,
则有

IQ
。

(a
4。/ a劣

4 ) + 户A P。(。
2 切 /。t

Z

)= P
。

(f) (2
.

1 7 )

这就是粘弹性工程梁的动力学方程
〔’‘3 .

如果再令Q
。
= E , 尸。= 1 ,

上式即退化成弹性工

程梁的动力学方程
.

如在方程(2
.

1 5) 中令Q
。

二E 和Q ; = k G (k 为剪切修正系数) 和尸。~ 尸: 二

1 , 则方程就退化成弹性 Ti m os he n k 。 梁的动力学方程
,

口4切
E l之

‘

d 劣

,

/
.

E
一 Pl 吸1 十工力

\ 代 、J

、
.

口4切
. J

口2 叨

J百牙晒严
‘

十 p‘丽
2

. p 恶I 口4叨

下 寿召
.

石产
-
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儡影
土 p 子 。

么

f
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l we 一 -

子了布一函一 一 石玉里

R L I
门

Z笼 O不一
(2

.

1 8 )

由此可以看出方程(2
.

1 5 )
、

(2
_
.

1 6) 是一个普遍方程
,
它同时计及了拉伸和剪切的粘性

,

又包括了横向剪切和转动惯量的影响
,

适用于任何一个粘弹性模型
, 由此出发可导出各种特

定条件下粘弹性 Ti m os he n k 。梁的控制微分方程
.

三
、

材料的粘弹性模型

上述动力学普遍方程适合于任何一个粘弹性模型
,
但在实际应用时必须选 择 一 种 既简

单
、

又能较好地反映材料特性的模型
。

考虑到 K el vi n 一
V oi gt 模型在反映实际材料特性中的

不合理性和多参数模型的不切实际
,

因为这些参数的实验确定非常困难
夕
本文选用了标准线

性固体模型来描述材料的粘弹性性质
。

困难在于直至目前尚未有一个成熟的方法确定此模型

的三个参数
, 即材料的松弛模量 E : ,

蠕变系数或应变松弛时间
: ,

和松弛系数或应力松弛时

间 二 , 。

众所周知
, 对跨高 比较大的试件来说

, E 时 e卜B e r n 。叭h 梁 的基频振动不论和实验值还

是和 Ti m os h e n k。 梁理论值都相当符合
.

我们即利用这一点
,

在 E 吐 e r 一B e r n 。以1i 梁理论的

基础上
, 通过实测梁基频振动的复撑量反算出E 二 , : :

和 r 。 .

如 以E 气。 )代表材料的复模量
, 。 为激振力频率

, 则利用实部和虚部可将 E 气。)表示为

E 关(。)= E
,

(。)+ iE
I,

(。 ) (3
.

1 )

可 以证明
,
在梁横向振动的各阶共振频率下

,

复模量的实部E
/

(。) , 虚部 E
“

(。)和材料松弛
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模量E : 满足下列关系
:

(E
‘
一E : )

2
+ E

助 2
二 R : (3

.

2 )

E
ll

/ (E
,
一 E a

)二 tg功
。

(3
.

3 )

式中功
,

为各阶相位滞后 角
,
R

二

为一与各阶振型有关的常数
.

.

(3
.

2) 式说明在各阶共振频率下
,

复模量的实部 E
尹

(。 )和虚部 E
“

(。)构成一组同 心圆
,

圆心在 (E : ,

0) 处 ,
半径R

,

随模态而变化
t ‘2 1 .

通过实测求得E
‘

和 E
“

后
,

可以经过换算得到标准线性固体材料的复模量表达式

, l
..J

、.夕�

E 苦 二E R
1 + 。2介介
1 + 。

2丁落
理炸丫了

1 寸
.

田
一 T 石

( 3
.

4 )

即居万E代
.

令其和 (3
.

1) 相等
,

即可解出
‘ .

= 1 / 。
。t g功

,

.

1 + 。三
丫,

= 了。

叶
目

,
,

二 -

一
:

山 .

( 3
.

5 )

(3
.

6 )

E :
的测量最为简单

,

可利用共振频率直接获得
.

事实上
,

E , 就是动模量
,

它和固有频

率。
,

的关系为

。三二七窟袱/ 户A (3
.

7)

式中 人
,

称为振型特征值
,

它定义为

凡君二切J
4 ,

/ w
, _

( 3
.

忍)

。 。

是振型函数
,

其右上角记号表示关子变量 , 的导扳的阶数
.

对两种材料所作的试件
,

即一种是有机玻璃 ( PMMA )
、

另一种是尼龙 6 ( PC L )所作的实

验结果表明 PMMA 材 料不宜用标准线性固体模型来描述其力学行为
,

这个结论和余家钮等

人得出的结论 “3 ’完全一样
.

而PCL 材料在不同频率下测得的三个参数较为一致
,
这说明实

验方法是可靠的和 PCL 材料完全可以用标准线性固体模型描述
.

有关剪切 状态下这些相应的量的测量问题是一个有待解决的问题
.

鉴于各向同性的弹性

材料存在着关 系 式 E ~ 2 (1 + 召) G
,

根据相应性原理
,
我们设想各向同性的粘弹性材料也应

有类似的关系
,

只不过拉伸模量和剪切模量都应该是复数
.

至于泊 松 比 拌,
存在 许多争论

.

由于在用静拉伸方法测 PC L 和 PM MA 材 料 的泊松比时
,
发现蠕变过程中的不同时刻获得

的泊松比很接近
,

因此
,

我们在以后的分析中都将泊松比取为常数
.

经过对上述 PC L 材 料制成的试件在悬臂梁条件下的模态实测
,

并将实测结果与用上述

方法所得三参数进行理论计算的结果对比
,

总的情况说明实验所得的三参数是可靠的
「’: ’.

、

四
、

粘弹性简!知喃os h e n k。梁的动力特性分析

各种边界条件下粘弹性 T im o s he n

益
。
梁的振型和 复 频 率 方 程 已 由 T

.

c

出
’“’.

对于简支
一

简支梁
夕 其复频率方程为

H u a n g 导

s’+ 告[度
一

+

(l0
十

动拌
一

们
‘ +

讨几
一

(
一

黝
‘一“

(4
.

1 )

式中 b = A / I
, ;
为 L a p la 。。

变量
, G 。和 G ,

分别是弯曲复柔度和剪切复柔度
,

I 为梁长
.

将标准线性周体的复柔度方程

G ( ; ) 二 (1 +
: . : ) / E

: ( z + 1 , ; ) (4
.

2 )
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代入 (4
.

1 ) , 经过整理
, 即可得 出以标准线性固体为模型的粘弹性简 支

一

简 支 T i二 os h”。k。

梁的复频率方程

护 + 叮 1 一 +
一

1 、护 +
一

吐工色砂丛少鲜呵)
‘

份急牙
C 、 T 。 T 。 / C一了 , r 去

君二(
: .

+ 二二) + , :
c r . 丫 :

二 ; + r

户 。
3
+

a (双: 士? : ; + 万“
C ’r · T ‘ 口

艺

a C 一 r . r 云

半 卫二仕: 土了护
.

_
0 、

_ _ _

, :
_

_ n

a c r e r l 一
’ a c 器r 一r : 一 “ (4

.

3 )

式中“二斌 E 杯p , 。一E 刀G , ,
。 ~ 叮

c , 丫
”

= n , /l
,

b ~ A /I
,
刀

。
二斌 (b + 代 )/a

.

另外
,

凡

符号右上角带
“ ‘ ”

的表示剪切松弛时间
, 否则为拉伸松弛时间

, G ,
表示修正剪切松弛模量

.

口也表示复频率 , 与 ￡ 不同的只是除了一个常数
c ,

可称为无量纲复频率
.

设采用的基本计算参数如下
:

梁长 I二 0
.

lm ;
梁高 h 二 o

.

01 m , 材料密度 p = 1 1 5 ok g / m
“; 泊松比 拼= 0

.

4 2 , 松弛模量

E : 二 2
.

3 G Pa ; 松弛系数
T .

二 0
.

00 1 1 5 9 5 , 蠕变系数
: ,

~ 0
.

00 1 6 0 6 5 , 剪切修正系 数 左= 5邝
.

上述具有实系数的六次代数方程用林士谬
一
B ai r sto w 方法求数值解

.

为了便于分析梁的

动力特性
,

画出了以固有频率
、

模态阻尼和其它参数的关系曲线
,

见图 1 至 图如 这 里我们

引用了粘性 比厂R 的概念 ,
它定义为

厂R 二△叮(△均 (4
.

4)

A 了二 : 。
一 : . ,

它表征材料的粘性
,

而 (八约则为尼龙 6 (PC L )的实测蠕变系数和实测松弛系数

之脸
,

因此
, 厂R 表示 以 (么约为基准的材料相对粘性大小

.

厂R 愈小
,
说 明材料粘性愈小

,

反之则粘性愈大
.

五
、

阻 尼

由图 1 可 以看出阻尼是依赖于频率的
,
且其随频率的变化 曲线存在一峰值

,

其位置和峰
、

值邻域 曲线的陡缓程度与材料粘性有关
.

当材料粘性大时
,

峰值出现于低频处且峰较陡峻 ,

反之则阻尼峰值在高频处出现且峰较平缓
.

在阻尼达到极大值 前的一个频带内
,

曲线基木是直线上升的
,

大致符合K e lv于n
一
V O ig 士

模型现律
,

这个频带宽受材料粘性控制
,
犷R 小则频带较宽

.

这就可 以解释为 什么 K e lv in
一

V oi gt 模 型可 以适用于金属一类低粘性材料而不适用于聚合物一类高粘性材料
.

这个特点从

图 2 上看得更加清楚
.

值得提出的是
,

当厂R 一 0
.

1 时
,

阻尼峰值出现的频率比基频还小
夕

所

以该曲线实际上是将峰值以前的那部分截 去了
.

总而言之
,

阻尼最大值的位置随 厂 R 增大逐

渐向左移动
,

故增大材料粘性可有效地抑制低频振动
.

各阶模态阻尼比关于材料粘性的关系曲线也有一高峰存在
,

见 图 3
.

低阶模态 阻尼的峰

值在大粘性处发生
,

高阶模态 阻尼的峰值在小粘性处发生
.

这也意味着增加材料粘性对低频

振动有抑制作用
,
但对抑制高频振动并无好 处

.

但工程实际中危害较大的是低频振动
,
因此

利用高粘性阻尼材料进行振动和噪声控制确实是有理论基础的
.

图 4 所示为阻尼与梁跨高比的关系曲线
.

它表明当梁跨高比小时
,

低 阶模态 阻尼较大
,

而 当梁跨高比大时
,

高阶模态阻尼较大
.

这就可 以通过改变梁的几何尺寸以 调节各阶模态阻

尼比大小
,

来满足工程的需要
.

有趣的是
, 不论在那种情况下

,
阻尼比的最大值都是一个固
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定值
,
且不超 过 0

.

1 ,
这个峰值不随频率

、

梁的几何尺寸和材料性质而变
.

这是一个值得进

一步研究的问题
.

横向剪切和转动惯量对阻尼的影响表示于图 5 中
.

图中纵坐标 舀
,
/雪

:
为 Ti m os h e n k 。 梁

和 E 时e r 梁的阻尼比 J 从图中看出
,

横向剪切和转动惯量对阻尼的影响在于 增大高 频 阻 尼

值
,

但在梁跨高比增大时
,
这种影响随之减小

.

如果考虑到梁的跨高比一般大于5
,

则图5表

明这种影响可以略去不计
,
特别是对基频时阻尼的影响更是微乎其微

。

六
、

固 有 频 率

在图 6 至图 8 中
, 其纵坐标都是粘弹性固有频率与弹性固有频率之 比

.

这三幅图表明梁

的粘弹性频率总是大于其弹性频率
.

它们之间的差异在低频
、

材料粘性较小和梁 较 长 时 很

小 , 随着频率增高
、

材料粘性增大和跨高比减小时逐渐增大
.

横向剪切和转动惯量对粘弹性频率的影响和对弹性频率的影响几乎是共 同 的
,

也 就 是

说
,
粘性与横向剪切和转动惯量之间没有什么祸合影响

.

图 9 表明
,
横向剪切与转动惯量对

粘弹性频率的影响在低阶模态及梁跨高比较大时比较小
, 反之则影响较大

.

这个结论与这两

个因素对弹性梁所产生的影响是一致的
.

七
、

结 论

本文所建立的粘弹性 Ti m os h e n k 。梁动力学普遍方程适用于任何一个粘弹性模型
、

同时

计及了拉伸和剪切粘性
, 又包括了横向剪切和转动惯量的影响

,
因此可 以从此出发推导出现

有文献中的每一种控制微分方程
, 因而是迄今为止最完备的控制微分方程

.

理论分析和实验结果都表明
,
标 准线性固体模型可 以较好地描述聚合物一类的粘弹性材

料
, K e lv in

一
V o ig t 模型 则不适宜于描述这类粘弹性材料

.

理论分析还表明
, 阻尼

、

频率都和材料粘性有关
.

其得出的变化规律对工程设计和理论

都是有意义的
.
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