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摘 要

在文〔1〕所建立的增量变分方程的基础上
.

本文建立了单边接触弹塑性大变形问题的非线性

有限元增量方程
;

进一步阐述了基于拖带坐标系的大变形有限元方法的特点
:

建立了实用的大变

形接触模型
.

作为应用实例
,

计算了悬臂梁
、

厚圆板的弹性接触大变形和金属圆环弹塑性接触大

变形问题
,

得到了令人满意的计算结果
,

一
、

拖带坐标法非线性有限元概述

对于连续体力学
,

变形过程中各力学量基准位形的选择是非常重要的问题
.

对于大变形

增量有限元方法
, 目前大多数常用的描述方法有两种

:

一是完全 L “g r a n g e (T
.

L
.

)法
,

一

是修正的 L a g r a n ge (U
.

L )法
.

T
.

L法 以变形前位形为基准来描述变形过程中各增量步中

的力学量
,
一般 T

.

L 法采用卡氏直角坐标 系
,

相共辘的应力应变为第二 Pi ol a 一
K ir c hhof f

应力和 G r e e n 应变 (应变率)
, 平衡迭代以变形前位形为基准

.

U
‘

L
.

方法 以当前增最步

的初始端
、

或日 以第 i一 1个增量步上的位形为基准来描述当前第 i个增量步上的各髦
.

它实

质上是每个增量步上的 L ag ra
n g e 法

,

但其与 T
.

L 法主要区别在于参考位形在每个增t

步都修正
,
减小了位形转换的误差

. ‘

拖带坐标系的概念在文防 ] 〔6 ] 中已有较系统的介绍及应用
.

它由空间固定坐标系与随体

的拖带坐标系两个参考系所组成
, 后者象网格一样镶嵌在变形体上

, 随变形体变形而变化
.

由于一般变形体的非均匀变形
,
我们可利用拖带的当地基矢来合理地描述变形体中的局部变

形场
。

随着变形增加
,
多数单元将产生大位移

、

大转动
、

大应变
,

在此情况下 , 照搬或略加修

改地套用小变形有限元中的一些方法是不尽合理的
.

如何提高大变形问题计算效率和精度 是

当前计算力学界所关注的重要问题之一
, 不少研究者着重从计算方法上来改进

,
一

这只是其途
径之一 然而

,

应用合理的变形描述方法和正确的有限变形理论是增大增量步
、

提高计算速

度和精度的一有效途径
, 基于拖带坐标系的大变形有限元方法正是在此前提下提出的口

“

该方法的核心是以s
‘

R 定理fsJ 导出的结果作为有限应变与局部转动的定义飞s
一

R 定理已

逐步应用于求解像胶
、

金属、 板壳
、 :
岩体等工同土程领域中的大变形力学同题

,
在解题可行

1
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f、 矛
‘ .

卜

了匆 t
’

圈 2

性
, 计算精度和速度等方面都有明显的改进

,

更进一步显示 了该理论的合理性
.

除此
,

拖带

坐标法有限元还有以下主要特点
:

1
.

利用拖带坐标值在变形过程中不变的特点
,
可对离散了的单元在任意位 形 中 进 行

插值
,

通过适当的数学变换
,

可以推导出等参元理论中的局部坐标
.

也可以为
,

在拖带坐标

法有限元中
,

使用了固定坐标
、

拖带坐标和
一

单元局部坐标三种坐标系
,

其变换关系为
:

X = Q K 戈 = QK Q。睿

以上
,

QK 表示运动变换
夕

Q“ 表示几何变换
,

尤为定系坐标
夕 二 为拖带坐标

,

省为单元局部坐

标
.

2
.

图 2 所示是变形后任一单元
,

g
‘、

g
‘

为一对共扼基矢
.

在拖带坐标 系中
,

节点位移

和速度可分别表示成
:

仔O‘

封
一一

幻U

(‘) (‘夕
v = v 了 g ,

除 了类同 T
.

L
.

,
U

.

L
.

方法可以用节点位移 (速度) 在固定坐标系中的分量作为基本插

值量外
,

还可将节点位移 (速度) 在实时拖带坐标系中的分量作为基 本 插 值 量
,

对于大变

形
、

大转动问题
,

这样做可使计算求解过程简化
,

并可增大增量步
.

3
.

以 当前增量步末端位形为基准
,

外力和应力在该位形上的增量叠加公式已在本文第

I部分列出
〔” ,

同理 , 位移亦可表示为
:

畜
’ (‘一 王)

二二二 U
, 一 : + △岁

‘

其中
= 岁

(‘一 1)

尸
一 ‘

F全是当前第(l’)增量步中的变形梯度
,

该位形可以通过逼近求得
.

4
.

在变形过程中
,

外载随位形的变化得到修正
,

克服 了T
.

L
.

,
U

.

L
.

法
“

死载荷
”

之不足
.

.

5
.

对于接触
、

摩擦问题
, 当接触边界与拖带坐标某一坐标面 (线) 相符时

,

切向位移

和力可沿拖带坐标系基矢方向分解
,

这样避免 了接触边界上的坐标转换和
“

曲线斜约束
”

的

幼理
。



一有序井的单边接触大变形问题的研究 (1 )
—非线性有限元解及应用

二
、

非线性有限元增量方程

非线性几何矩阵

在实时位形中
,
单元内任一点速度

、

位移
、

拖带 和固定坐标值都可用节点参数表示
:

、.......1
、‘.........夕

仍 铸

。 ‘二 瓦 N ‘(占, )廿￡

尸 =
.

乙 N ‘(酬)川
J , 1

们 关

万
‘
~ 乙N : (言, )X ;

(2
.

1 )

以上N (剔)是形函数
.

据S
一
R 定理

,

有限应变速率物理分量为
:

考: 一王(。‘}}
, + 。

‘

}}丁)
‘

(2
.

2 )

应变率的矩阵形式如下 (以下省略标号
“ 八

”

)
:

{夕}二 {夕} ,
泞圣

,

泞孟
, 2夕; , 2 5 里

, 2泞互}
’

又
:

v ‘

}1
, 二 v ; , + 厂孟, v “

厂扁J 为Ch r isto ffe l 符号
.

利用(2. ‘)一 (“
·

4 )不难推气
,

{S }= 「B 3笼。 }二 (LB〕: + 〔B 」, )王v }

、J}为单元节点速度沿实时拖带坐标系的物理分量
.

oB : :
为线性几何矩阵

,

知
.

〔B」N为非线性几何阵
,

其第 ‘个子矩阵可写成
:

(2
.

3 )

(2
.

4 )

(2
.

5 )

对 此 我 们 已 熟

N

飞耳1
.

1!l
r l

,

厂 }
:

厂 {
。

厂 ;
:
十 r : ,

厂重
。
+ 厂全2

r }
3
+ r 全j

(2
.

6 )

‘.,.........,.七

一一万
, ,习

B
尸月.L

其中厂 {, 不难用数值方法求得产

厂孟, 厂当
1

厂 ; 。
一
’

r 营:

厂言
3

厂孟
3

厂 ;
2

十厂 ;
,

厂扎+ 厂二,

厂至
3
+ 厂 ;

:
厂雪

3
+ 厂二

2

r 孟, + 厂君
,

r 生
3
+ 厂孟

,

其一般表示式为
:

e g o .

8 戈J

口g 。 ,

a戈‘

日g ‘, -

a另七
(2

.

7 )
r
l..L
希,‘

g
1一2

厂 {

当 l二官(或 l二 j)时
:

。 1
‘,

l 应‘,
一

石 g ”
乙

(2
.

9 )枷
�

种

aX
g ‘夕二 a%

aX 要

叙歹一 。川



勇‘ 陈
一

室 达

口X ‘

一石厉了一 = 万 N
: (舀专) 它

忿

州氏口
a

Z

X 无

a戈
r

口% 了 乙N
‘(雪扮)

, ,

(
补

口X

)

口
Z

X 七

口叉 , 口劣

aX
i

a 义 ,一一枷一机

在实际计算中
夕

还应 注意变换关系
:

笼N : (占
‘

)
, ,

;二 {i /材 g 厅沁}’厂J」
一 ’

{N ‘(省‘)
,

: ‘

} (2
.

9 )

其中 〔J〕”〔a 劣
‘
/ 口占

, 〕

以上是以速度在实时拖带坐标系中的逆变分量为基本插值量推出了几何矩阵
,

拖带坐标系中使用速度在 固定坐标系中的分量导出非线性几何矩阵
.

由关系
:

v = v 才g j二衫‘ 1 .

不难得到
:

。‘
{}

, ‘公
,

于F
一 ’鑫

由几何方程(2
.

2) 可得
:

{夕}一 「刀〕笼落}

非线性矩阵 〔石3的第 ‘个子矩阵为
:

也可以在

(2
.

1 0 )

〔刀‘」

N ‘ , z r z z

N ‘ , : r x :

N
‘法。r : 3

N ‘, : r z 一+ N ‘, l r ; :

N ‘ , 。r : :
+ N ‘, : r , 。

。

N ‘ , 。r l 一+ N ‘, l r : 1

N ‘, l r : l

N ‘, : r : :

N
‘, 3 r : 压

N ‘, z r : z + N ‘, x r Z :

N ‘, 3 r : : + N ‘ , : r : s

N ‘, 3 r Z x + N ‘, , r Z 。

N 一, lr s l

N
‘, : r s :

N ‘3 ,
犷5 3

」

N ‘ , : r s: + N ‘, : r 3 :

N ‘, : r 。: + N , , : r s 。

N
‘, : r 3一+ N ‘ , z r 。3

(2
.

1 1 )

其中r ‘, 是〔F〕
一 ‘
中的元素

,

,
。

,

「)口X 飞
}厂 {= l

一一二‘一一 l

t 口戈 」

三
、

弹 塑 性 物 性 矩 阵

本文主要采用两种形式的弹塑性大变形物性方程
,
这里给出用于有限元计算 的 矩 阵 形

单参数弹塑性速率型物性方程

陈至达提出 了单参数形式的非线性物性方程
‘已,

了l= Z G (z 一刀)户l
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奋全
E

1 一 Zv
(3

.

1 )

荟;为应力偏量客观速率
, * ;为有限应变偏量速率

.

改写成更一般形式
:

v ; ~ C {雪夕{ (3
.

2 )

JJI月J

、
了

.
沪‘‘n

O
六入O

口尸3
+其中 C{今~ (1 一刀)d id {+ (3

.

3 )

刀一 , 一

击
一

窦
写成矩阵形 式

:

王V }二 〔C」{了}

若刀~ 0 ,

「C〕即为弹性物性矩阵
.

2
.

人有限变形流动理论
’8

几

V ; -
“;“, + ,

与
d ;“, 一补

·
‘]‘, (3

.

4 )

该方程前边部分即相应 (3
.

3) 刀= 0情形
.

写成矩阵形式为
:

{v卜丈贸〕一仁七」
, ){夕}

「C〕
。

为弹性矩阵
,

厂C」
,

为塑性矩阵
,

(3
.

5 )

〔C 〕, =
J

q
王: }{ : }

T

(3
.

6 )

a
一弓d

一

d

。一 (1 + ·)

舒扮

青
节
心晶)2[去

一

朴
“

:
-

, 是弹塑性标志符号
,

单
(弹性),

(塑性)
.

给合应力客观速率公 式[7 〕

v ; = 亡 {+ “ ; S 鑫一 a 孟S }

我们将其写成更方便表达式
创二 v l+ 川今夕孟

(3
.

7 )

(3
.

7a )

这样
,

用应力应变物质速率表示

(a ‘d {+ 占孟。 {一 a ;占}一 d ; a })

的弹塑性大变形物性方程的矩阵表达式为
:

{亡}= (〔C 」
。
一〔C 」

,
+ 仁A」) {占}= 〔C」凌S } (3

.

昌)

四
、

接触问题计算模型

若假定A 是主动接触体 (刚体)
,

B 是被接触体
,

C为不动刚性基座
.

.

在过上固定一刚性

坐标系{。, } , 使之随A 而挺动
,

变形体 B 上 镶嵌有拖带坐标系林
‘} (如图 6

,

, )
,

为统一三

个接触体
,

选用一空间固定坐标 {X } , 三套坐标系之间存在着一一对应的变换关 系
.

设刚体
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月接触边界曲面相对于坐标 {毋的方程是
:

ys = 势(夕
, , v Z

)

转换到固定坐标系{X }中
,

有

X ‘== X
‘

(, , , v么 , 沪(夕, , 夕忿) , t)

尹
~ 于一一一勺

若给定刚体A 的运动 {八矿} , 即位移在固

定坐标系中的增量分量
, 则

(‘) (‘一 1

X 玉一 X
(‘)

+ 么 u (4
.

1 )

图 3 接触拱型示盘

同理
,

在变形体边界上即相应产生位移合
“ ‘待接触边界上的相应点的固定坐标值为

:

岁
(‘一 1 ) (‘)

== X 去+ △ u

接触边 界可分为两种
,

一是已接触区
,
二是待接触 区

.

在待接触区中
,

接触判据
.

接触变形 约束条件一般表示为
:

(4
.

2 )

重点问题是求出

n , 八”么一n , 么“白一 g 《0 (4
.

3 )

其中 g 为两接触边界对应点 ,
、。
之何的间距可通过 以下方法定义

:

在变形体待接触边界上取

点 m , 设 L 是接触临界上C的内公切面
, 过碗点切面垂线在 两接触体间的长度 扁

.

定义为m 点

对应的间距
,
即g 二m e ,

它是空间坐标和时间的函数
.

另之
:

~ )

‘ . ,

沐 e , , , , 、

伐口 一
口

二犷一 = Ln
一

, ”一 , ”一少

为切面垂线的方向余弦
。

在接触区中
, 相对应接触点的接触判据为

:

g ‘ 0

接触点相接触后
, 其运动状态将发生改变

,

动受到接触体A 或刚性基座C的边界曲面的约束
.

是在程序设计技巧上体现
,
这里不多赘述

.

(4
.

4 )

由原来的独立自由度变为从属自由度
,

即运

对于大变形接触边界的处理
,
很大程 度 上

五
、 ’

非线性有限元增量方程

在文〔1 〕中
,
我们已得到带有摩擦单边接触大变形问题的变分不等式

:

, , , 、 . , 、 .

r l
,

。
‘

a Lv , 刀
’

一刃 一协 仁U , 一协LU ) 十 !了 L八叫
-

一g J 一 v ; 一 v 。

“
《〔f

, 刀 ’

一。)+ (b (. ‘) , . ,
. 。) (丫办碑婚盯) 侣.s1 )



带有摩擦的单边接触大变形问题的研究( I )
—非线性有限元解及应用

式中 沪。(v
户

)代表摩擦功率
,

一般它是非凸非可微泛函
.

对于摩擦滑动规律及其物性方程的

形式尚待进一步系统地研 究
.

为了求解之便
夕
将变分不等式化成一般意义上的变分方程

,

我

们采用以下近似
.

设摩擦服从 C o ul o m b 定律
,

则
:

,
。

(。
‘

) 一 { 、一 。。
,

} !
。 : }、厂

。 :

月
’

勺

(‘一 1少

若把 a 。

用 前一个增量步上的值 J 。

代替
,

则八 (“ )变得有限可微
. ‘

另之接触边界变化项对变

分的影响
,

一

可以在程序设计技巧上加以考虑
,

而不出现在变分公 式 中
.

这样
,

式(5
.

1) 可改

写成
:

。(。
,
。· )+

(
1

, , 、

一 又闷宕凸 U 一g )
,

(‘一 l)

拼a ,

占I
v ,

}d厂
e : (5

.

2 )

其具体形式为 (参照 「1〕、
:

宁

{
。

刃‘勺‘, d“ {“““‘+ 1

r e , ￡

d口
·

)一 (f
, 占。)十 }

-

J 了 e :

(k ‘A u ‘一夕)d y 。

d 厂
。l

T 广沪d 厂了,+ {
。。

了;
占一d“一

!
。‘

;
‘’

孟积
·

户
一 ’

消夕{d月
子J厂

ft吸.,J

+
{

_

。a
。

。}
v ,

}d厂
C Z

J J e Z

(5
.

3 )

君
一叙

一一

川F

其中

( ‘)

厂
。
= 厂

。 ,
+ 厂

。 2 , r
。 ,

为待接触区
, r

。 2

为已接 触区
, 户{一 F }夕{

在当前增量中
,

拖带坐标系中的力分量伺初始位形力分量的关系为
:

“ ) (浦) ( ‘) (移J
‘
T , ~

。

T
。
F 乍

, ‘p f
, 一

。

p f
o F }

,’i
”

表示相对当前位形
, “ 。 ”

表示相对初始位形
.

由于变形梯度F甲的 引入
,

(a )

这 里考虑了位形变

化对载荷的影响
.

将上两式代入 (5
.

3) 式
,

整理并消去创二王
,

一

可写成矩阵形式如下
:

吸
厂

‘毛,.J

△t{刀} , 〔B 〕, 〔C」〔B 〕d日 +

一

{A芸}〔可3 , 魂。}王。}T 〔可 :、r
。 :

口

f夏
.J

一

{
厂了、

。

一

{
。、

岁}
·

「二。
·

:、〕d r , +

{
。、

。

。
f} , 〔F 尸〔N 」d口

“
了

)

}
,

巳户」气B 」d口+ 鲁
一

{
厂。, “‘“‘仁凡」‘r 一

(‘一 1 )

那{ J
,

}少{ r }〔N 门d厂
。 2

再
l恤.习J

+

上式中

换向量
.

组
:

两提接触边界上的形函数矩阵
, 义“}和行}分别为接触边界上的法 向和切向坐标转

方程两边转置
,

则可得到带有接触摩擦边界的弹塑性大变形增量有限元 基 本 方 程

(:凳〕+ 〔哭〕
。

)、八。}一、岁卜 猫卜 {岁}
。

一 {斗
,

(5
.

4 )

其中 仁尤」为几何
、

材料非线性藕合的刚度矩阵
,

巨K 〕
.

为惩罚刚度矩 阵
, {R 卜

、

{Q卜
、

{R }
.

和盗R } ,
分别为外载荷

、

(i一 1) 增量步上的应力
、

惩罚项和摩擦力所贡献的等效节点力 向 最
.



达至
一

陈一勇一
一

尚

六
、

计 算 实 例

根据前几章列出的增量有限元公式及边界条件的处理方法
,

作者编制 了非线性有限元程

序
,

并对一些弹塑性大变形接触问题进行 了计算
, 以验证理论和方法的可行性

.

1
.

念臂梁弹性大变形接触问题

梁的几何尺寸如图6 ,
弹性模量

:

E = 1 0 O0 k g /
e m

“, v = 0
.

3

本例按平面应力单元计算
, 用给定分布力的增

量变刚度法求解
,

从初始变形到 自由端刚接触

用了 4 个增量步
,

本例共用 了20 个增量步
.

初

始尺寸
、

网格划分及变形过 程中几何 位 形 见

图6
.

一一

一 {
一

! ! } } iii
... 【 . , .

’’

___
_ Joc mmm

~~~ . 口 . . . ~
.

一
‘

~ 叫口 七二二二巴二二

飞义 1 c m

因

, 尸~ , 一 , , - ~ 产一- 户 , 户- , 尸一? ~ , 尸 ~ 尸气尸~ , 侧, ~ , . , . ,
,

接今生长度 C m )

。 1 2 只 4

田6 梁续触长度随外旅变化曲钱

lll 户 寸
’

lll

日6 不同时刻梁雄触大变形计林位形.

(摩擦系数“= 。
.

1)

.

2
.

弹性厚回板大变形接触问题

圆板几何尺寸见图 7 (a)
,

弹性模量E ~ IOO0 k g /
c m

“ , v = 0
.

3
.

本例采用轴对称连续体单

元
.

板上作用均布压力
,

假定板采用水平方向可滑动支座支承
,
本例用给定外力增盆变刚度

法求解
,

’

共计算了20 个增量步
.

3
.

金属回环径向受压弹塑性大变形接触问题

该例是弹塑性大变形单边接触问题的一个典型例
,

也是一个典型的材料
、

几何和边界条

件非线性藕合问题
.

1 9 8 0年 Y , lla 和 R e
idt

名’曾对不同尺寸的金属圆环径向压缩失 稳破 坏

问题进行 了实验研究
.

T e la y 和
.

B e o k e r ‘3 ,采用速率相关塑性本构方程用有限元方法对该问

题进行过计算
,

本文采用文〔3」的初始数据对该问题进行了计算
,

并与仁3 3的结
一

果 与〔2 3中的

实验现象进行了比较
,

计算结果与文仁3」及实验结果符合
一

良好
.

本文采用的单元数仅为〔3〕的

一半
,
本文增量步数为 10 8个

,

少于文〔3」的增量步数
,

每步迭代最多 3 次
,

在 80 万次 / 秒中

裂计算机(U N IV A C )上
, C PU时间不到40 分钟

.

从计算结果见
,

圆环外边界与刚
‘

性板之 间
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图 1 0 载荷
一

径向位移曲线

图了 口板弹性大变形接触计算位形图

圈 g 圆环径向受压示意图

\\\ 、
、 ___

争争气
,

”””

念J�匕而

占二 一 好
.

叮。爪
n�门�

.咬峥口

卜
- -

-

一 一
‘ 一

—0 0 2

圈 9

p 0 4 O
.

o G O
,

O日

a 一。实验曲线
{ 3 , 圈 11 不同时刻曰环受压变形计算位形

的相互作用为
:

二

接触 (变运界) , 摩擦 , 分离, 破坏
,

圆 环径 向受压大变形向题
仁“’,

从结果可见
,

稳现象
’

.
、

、

圆 环几何尺寸
:

这是较复杂的边界效应问题
.

作者 曾计算过橡胶

橡胶圆环没有象金属
、

圆环那样明显的边界分离失
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外直径O D = 1 1
.

43 o m , 壁厚t二0
.

8 6 6 c m ,
轴向厚度 h二 Ic m

.

材料常数
:

E 二 1 8 9 0 0 0 0 k g /
e m

Z

(= 2 7 0 0 0 ks i) , v ~ 0
.

3 夕 。 一。
曲线见图9

.

最大径向位移
:
占~ 6

.

6c m
.

七
、

结 束 语

与现有大变形有限元分析中的 La g r

an ge
、

修正的 L ag ra n
ge 法相 比

,

拖带坐 标 描 述

法用于大变形有限元理论是更为合理有效的方法
.

5
一
R 定理克服了经典有限变形 理 论 中 的

G r e e n 应变和极分解定理的缺陷
,

合理地定义了相互协调的有限应变和转动
.

本文基 于 以

上理论和方法
,

在大变形增量变分问题
、

非线性有限元理论等方面做了进一步研究和完善
,

计算效率优于现有程序
,

尤其对于弹性大变形 (几何非线性占主要地位时 ) 效果更为显著
.

对大变形接触边界问题从理论和计算模型上进行了研究
,

较简便有效地求解了一些变边

界接触大变形问题
,

拓展了计算程序在工程中的应用范围
.

然而
, 塑性大变形物性方程

、

摩

擦滑动定律及物性关系
、

单边接触大变形不等式的解法等方面仍存在不少问题
, 尚需今后深

入研究 , 以改进完善
.
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