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带状态约束的双曲型 H_半变分
不等式的最优控制问题
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摘要:  研究带状态约束的退化多值双曲型 H_变分不等式的最优控制问题 ,获得了满足状态约束

问题的最优解# 此外,还讨论了最优问题的逼近等# 
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1  引言与问题提出

本文我们将研究非线性双曲型 H_变分不等式的最优控制问题,即

  
yd + Ay + B( yc) I Bu + f , a. e.在 Q = 8 @ [ 0, T ] 中,

y (0) = y 0, yc(0) = y1,
( 1)

状态约束为 F( y ) < S ,目标泛函设为 I# 这里 B是一个不连续、非单调和非线性的多值映射# 

H_半变分不等式是 P. D. Panagiotopoulos 为研究非光滑变形体力学等问题而引入的[ 1, 2]# 

而变分不等式的最优控制问题的研究有很丰富的成果# 大量的有关变分不等式及最优控制的

结果都是基于 B是一个极大单调算子的情形, 部分结果还讨论了带状态约束的情况[ 3~ 12]# 

[ 13]中我们研究了带状态约束的抛物型变分不等式的最优控制# 双曲型变分不等式的最优控

制问题相对于抛物型、椭圆型的问题研究得更少# 本文将研究双曲型H_半变分不等式的最优

控制问题# 这里 B将不再是一个单调算子# 这里考虑的状态约束与文献[ 12]相类似,较[ 3, 6,

11]等更为一般# 研究变分不等式的最优控制问题的物理背景部分源于连续统力学和工程科

学# 

设 8 是R
n 空间的一个有界开子集,其边界 # 是李普希兹的 # 希尔伯空间 V,满足 V <

L
2
( 8) < Vc,且嵌入是连续的、紧的# 记H = L

2
( 8)# 另外,控制空间 U也是一个希尔伯特

空间, Uad 是 U中一个非空闭凸子集# 现在我们给出如下几个假设:

(H1) A : V y Vc是一个对称的,线性连续算子,满足如下的强制性条件:

  3Ay , y4 \ X+y +2
V - A+y +2

H ,
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任取 y I V,这里 X > 0且 A I R# 

(H2) B是一个非单调、不连续的多值映象(见[ 14] )# 

设 b( N) I L
]
loc( R) ,对所有的 Q> 0, 我们给定

  b
- Q( N) = ess

| N
1
- N| [ Q

inf b( N1) , b
-

Q( N) = ess
| N

1
- N| [ Q

supb ( N1) ,

  b
-

( N) = lim
Qy 0

+
b
- Q( N) , b

-

( N) = lim
Qy 0

+
b
-

Q( N) , B( y ) = [ b
-

( y ) , b
-

( y ) ]# 

此外,还假设 | b( N) | [ C (1+ | N| ) , C > 0# 

(H3) Z 是一个巴拿赫空间, S < Z 是一个闭凸子集# 

设 F : L
2
(0, T ; V) y Z 是连续的# 

(H4) B 是一个从 U到H 的线性连续算子# 

(H5) 我们给出目标泛函 I : V @ U y R的如下假设

  ( � ) I ( y , u) 是弱下半连续的; ( � ) Pk > 0, vr > 0使得# 

  P +u + \ r , u I Uad , 以及 Py I V, I ( y , u) \ k# 

定义 Y( u) 为对应于每个 u I Uad 的控制方程( 1)的解集# 

我们研究如下两个问题# 

问题 (P( u) )  求解 �y I Y( u) 使得 I (�y , u) [ I ( y , u) 并且 F (�y ) < S# 

用 E ( u) 来表示 I (�y , u) , 这里 �y I Y( u) 是问题(P( u) ) 的解# 

问题(P)  求解 u* I Uad 使得E ( u* ) [ E( u ) , Pu I Uad# 

2  主要结果和证明

命题 1  设 f I L
2
(0, T : L

2
( 8 ) ) , u I Uad ,则状态方程(1) 存在一个解 y I Y( u) 使得

  

y I L
]
(0, T ;H

1
0( 8) ) H C( [ 0, T ] ; L

2
( 8) ) ,

yc I L
]
(0, T ; L

2
( 8 ) ) H C( [ 0, T ] ;H

- 1
( 8) ) ,

yd I L
2
(0, T ; H

- 1
( 8 ) )# 

证明  类似[ 15, 16]的方法,可证# 

命题 2  给定 u I Uad ,任意的解序列 y n < Y( u) 都有一个子序列 y n (标记不变) ,使

得 yn 强收敛于y 且 y I Y( u)# 

证明  我们有

  
y

d
n + Ay n + b ( y

c
n) = Bu + f , b( y

c
n ) I B( yc

n) ,

yn(0) = y 0, y
c
n(0) = y1# 

( 2)

将( 2)中的方程两端与 y
c
n 作内积并沿(0, t ) 作积分,则依据假设(H1)、(H2) ,我们得到

  +y
c
n +2

H + X+yn +2
V - A+yn +2

H + Q
t

0
3b( y

c
n ) , y

c
n4d s [ Q

t

0
3Bu + f , y

c
n4ds ,

注意到 | gn( yn ) | < C (1+ +yn +H ) , Bu + f 是有界的, V 是连续嵌入H 中的# 于是我们有,

  +y
c
n +2

H [ C1 + C2Q
t

0
+y

c
n +2

H ds, C1, C2 > 0# 

应用 Gronwall不等式并且注意到 y n = yn (0) + Q
t

0
y

c
nds, 可以得到

  +yn +H [ C3, +y
c
n +H [ C 4, C3, C4 > 0# 

依据Ascoli_Arzela定理, 可以得到如下结果:
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yn 强收敛于y , yn , y I L
]
(0, T ; H

1
0( 8 ) ) H C( [ 0, T ] ; L

2
( 8) ) ,

y
c
n 弱收敛于yc, yc

n, yc I L
]
(0, T ; L

2
( 8) ) H C( [ 0, T ] ;H

- 1
( 8) )# 

现证明: y I Y( u )# 

依 y
c
n = y

c
n(0) +Q

t

0
y

d
nd s和 +y

c
n +H [ C3,我们可以推得:在空间 L

2
(0, T ; L

2
( 8 ) ) 中, y

d
n弱

收敛于 yd# 而由假设(H1) ,易知 Ay n 弱收敛于Ay 且Ay , Ayn I L
]
(0, T ; Vc)# 

此外, gn是有界(这里由假设(H2) 以及前面证明结果得来的)# 因此,我们假定 gn弱收敛

于 g# 根据命题 1,

y
c
n 弱收敛于yc, yc

n, yc I L
]
(0, T ; L

2
( 8) ) H C( [ 0, T ] ;H

- 1
( 8) )# 

进一步, y
c
n( x , t ) y yc( x , t )   n y ] , a. e. ( x , t ) I Q# 

根据 Egorov定理, 对于任给的 D> 0, 存在一个子集 QD A Q = 8 @ [ 0, T ] 且 | QD | [ D,

使得 Q \ QD上y
c
n( x , t ) 一致收敛于 yc( x , t )# 

也就是说, 对于任给的 E> 0,存在一个正整数 N ,当 n > N 时有,

  | y
c
n( x , t ) - yc( x , t ) | [ E, P( x , t ) I Q \ QD# 

设 V 是一个磨光函数,满足 V I C
]
( R ) , V \ 0, supp V < (- 1, 1) , QR

V ( N)dN= 1# 

记    bE( N) =
1
EQR

N
N- z
E

b ( z )dz = Q| z | = 1
V( z ) b ( N- Ez )dz# 

并且以 b1/ n 代替 bn, n 是任意的正整数# 

对几乎所有的 ( x , t ) I Q \ QD,当 1/ n [ E和n > N 时显然有,

  b- n( y
c
n ( x , t ) ) = bn ( y

c
n( x , t ) ) = b

-

n( y
c
n ( x , t ) ) [ b

-

E( y
c
n( x , t ) ) [ b

-

2E( y
c
( x , t ) )# 

因此,对所有的 L I L
1
(0, T ; L

2
( 8 ) ) , L \0, 可以得到

  QQ \ Q
D

g( x , t ) L( x , t )dxdt = lim
n y ]QQ \ Q

D

bn( y
c
n ( x , t ) ) L( x , t )dxdt [

    QQ \ Q
D

b2E( y
c
n ( x , t ) ) L( x , t )dxdt ,

  QQ \ Q
D

g( x , t ) L( x , t )dxdt [ lim
Ey 0

+
supQQ \ Q

D

b
-

2E( y
c
( x , t ) ) L( x , t )dx dt [

    QQ \ Q
D

b
-

2E( y
c
( x , t ) ) L( x , t )dxdt# 

类似地, QQ \ Q
D

g( x , t ) L( x , t ) dxdt \QQ \ Q
D

b- ( y
c
( x , t ) ) L( x , t )dxdt# 

于是   g( x , t ) I B( y ( x , t ) )   a. e. ( x , t ) I Q \ QD# 

当 D y 0
+
, 得到: b( x , t ) I B( y ( x , t ) )# 

很明显, y n(0) y y 0 = y (0) , y
c
n(0) = y1 = yc(0)# 因此命题 2得证# 

定理 1  对任一 u I Uad,问题(P( u ) ) 至少有一个解# 

证明  任给 u I Uad ,设 p = inf I ( y , u) : y I Y( u) , F ( y ) I S , 则存在一个极小化序

列 yn: yn I Y( u) , F ( y n) I S ,使得 I ( yn , u) < p + 1/ n# 

从命题 2 的证明过程中, 我们可以推知 y n 是有界的且存在一个子序列 yn (标示不

变) , 使得 yn 弱收敛于�y , yn, �y I L
]
(0, T ; L

2
( 8) ) , y n 强收敛于�y , y n, �y I L

]
(0, T ; L

2
( 8) )

H C ( [ 0, T ] ; L
2
( 8 ) ) , 并且 �y I Y( u)# 依(H5) ,我们得到 I (�y , u) [ I ( yn , u) < p + 1/ n# 
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现在我们来考虑 F (�y ) 和 S 的关系# 

依(H3) ,当 F ( y n) I S 时,我们容易推得 F (�y ) I S# 定理证毕# 

命题 3  如果 un弱收敛于u, un, u I Uad , y n I Y( un ) ,那么必存在一个子序列 yn (标记

不变) ,使得,

yn 弱收敛于y , y n, y I L
]
(0, T ;H

1
( 8) ) ,

yn 强收敛于y , y n, y I L
]
(0, T ;H

1
0( 8) ) H C( [ 0, T ] ; L

2
( 8 ) ) ,

并且 y I Y( u)# 

证明  命题 3的证明与命题2类似# 只需在命题 2的证明过程中以 un代替u且注意到un

是有界的# 

定理 2  最优控制问题( P)至少有一个解# 

证明  设 q = inf E ( u) : u I Uad =

    inf I (�y ( u) , u ) : u I Uad, �y I Y( u) , F (�y ) I S # 

如果 un ( un I Uad) 是问题(P) 的一个极小化序列,那么我们假定 E ( un) < q + 1/ n# 

由假设(H5)_( � ) 推知 un 是有界的# 因此,存在子序列 un (标记不变) 使得 un 弱收敛于

u* , un , u* I U# 又因 Uad 闭凸集,所以有 u* I Uad# 

我们来考虑问题 (P( un) ) 的解 �y ( un)# 容易推得 �y ( un) 是有界的, 因此存在子序列

�y ( un) (标示不变) 使得 �y ( un) 弱收敛于 y * , �y ( un) , y * I V# 这样, 由命题 3, 我们得到:

y * I Y( u)# 依假设(H5) , q = I ( y * , u * )# 

显而易见, 由命题 3我们还得到:当 F ( yn) I S 时, F (�y ) I S# 证毕# 

3  逼近问题

设 h是一个离散参数, Vh < V < L
]
( 8) , Uh < U分别是V和U的有限维子空间# U

h
ad是

Uh 的凸闭子集但不必包含于 Uad# 为了更好地讨论逼近问题, 我们给出另外两个假设# 

(H6) Pv I V H L
]
( 8 ) , v vh I Vh 使得vh 强收敛于 v, vh, v I L

]
( 8 ) , V ; Pu I Uad ,

vuh I Uad 使得uh 弱收敛于u, uh, u I U# 

( H7) Vh I yn弱收敛于y , y h, y I V, U
h
ad I uh 弱收敛于u , uh , u I U ] lim

h y 0
+
I ( yh, uh) =

I ( y , u)# 

定义 Yu( uh) 为(1) h 的解集# 

  
y

d
h + Ay h + B( y

c
h) I Buh + f ,

yh(0) = y 0, h, y
c
h(0) = y1, h# 

( 1) h

这里给出两个待解决的逼近问题# 

问题( Ph ( uh ) )  求解�yh I Yh ( uh) 使得 I (�y h, uh) [ I ( yh , uh ) , Pyh I Yh( uh) 且 F(�y h )

< S# 

我们用 E ( uh ) 来表示 I (�y h, uh) , 这里 �y h I Yh( uh) 是问题(P h( uh ) ) 的解# 

问题( Ph )  求解 u
*
h I U

h
ad 使得E ( u

*
h ) [ E( uh) , P uh I U

h
ad# 

类似前面的证明,我们可以得到以下结果# 

引理 1  设 uh I U
h
ad G Uad,则存在(1) h 的一个解 yh I Vh 使得
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yh I L
]
(0, T ; H

1
0( 8 ) ) H C( [ 0, T ] ; L

2
( 8) ) ,

y
c
h I L

]
(0, T ; L

2
( 8) ) H C( [ 0, T ] ;H

- 1
( 8) ) ,

y
d
h I L

2
(0, T ; H

- 1
( 8) )# 

引理 2  给定 uh I U
h
ad G Uad ,任一序列 yh, l < Yh( uh) 均有一个子序列 y h, l (标示不

变) 使得 yh, l 强收敛于 yh ( l y ] ) 且 yh I Yh ( uh )# 

定理 3  对所有的 uh I U
h
ad G Uad ,问题(Ph ( uh) ) 至少有一个解# 

引理 3  如果 uh, k 弱收敛于 uh, uh, k , uh I U
h
ad G Uad , 则其存在一个子序列 yh, l I

Yh ( uh ) ,使得 yh, l弱收敛于yh ( l y ] ) , yh, l , y h I L
]
(0, T ; H

1
0( 8) ) , y h, l强收敛于y h( l y ] ) ,

yh, l , yh I L
]
(0, T ; H

1
0( 8 ) ) H C( [ 0, T ] ; L

2
( 8) ) 且 yh I Yh ( uh)# 

定理 4  问题 (P h) 至少有一个解# 

命题 4  设 uh I U
h
ad 且uh弱收敛于u( h y 0+ ) , uh , u I U且 yh I Yh ( uh)# 则其存在一

个子序列 yh (标示不变) 及 y I Y( u) 使得 yh 弱收敛于y ( h y 0+
) , yh , y I V# 

证明  依假设( H5) _( � ) , uh 是有界的# 从命题 2知道 y h也是有界的# 因此,存在子序

列 uh 、 yh ,使得 uh 弱收敛于 u, y h 弱收敛于 y ( h y 0
+
)# 

类似于命题 2的证明, 只需将 n替换为h 即可证得# 
用�Y( u) 表示集合

  �Y( u) = y I V: v uh , uh I U
h
ad ,使得 uh y

w

u 及

       y h( uh ) y
w

y ,这里 yh ( uh ) I Yh ( uh ) ,

显然 < X �Y( u) < Y( u) , Pu I Uad# 

定理 5  设 u
*
h 是问题(P h) 的一个解, y

*
h I Vh是对应其问题(Ph ( u

*
h ) ) 的解# 则存在它

们的子序列 u
*
h 和 y

*
h , 使得

  u
*
h 弱收敛于u* , u

*
h , u* I U, ( 3)

  y
*
h 弱收敛于 y * , y

*
h , y * I V# ( 4)

这里 u
*
h 是问题(�P( u * ) ) 的解# 

注  问题 (�P( u) ) 定义为当 y I �Y ( u) 时的(P( u) )# 类似地,我们也可定义问题 (�P )# 

证明  序列 u
*
h 和 y

*
h 是有界的# 因此存在子序列满足(3) 和(4)# 由命题4及�Y( u )

的定义,我们有: y * I �Y( u* )# 此外,问题(Ph ) 表明

  I ( y
*
h , u

*
h ) [ I ( yh , uh ) , Puh I U

h
ad , Pyh I Yh( uh)# ( 5)

给定 �u I Uad 和�y I �Y( u ) ,依集合 �Y( u) 的定义,可以得到:存在一个子序列 �uh , �uh I

U
h
ad ,使得 �uh 弱收敛于�u , �uh , �u I U, 且 P�y h I Yh(�uh) , �y h 弱收敛于�y , �y h , �y I V# 

在( 5)式的右端置 yh = �y h, uh = �uh# 当 h y 0+ 时,由假设(H7)推知

  I ( y * , u* ) [ (�y , �u ) , P�u I U
h
ad , P�y I Yh( uh) ,

即 u * 是问题(�P) 的解, y * 是对应问题(�P ( u* ) ) 的解# 定理得证# 
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Optimal Control of Hyperbolic H_Hemivariational

Inequalities With State Constraints

LU Wei_gang,  GUO Xing_ming,  ZHOU Shi_xing

( Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P . R . China )

Abstract: The optimal control problems of hyperbolic H_hemivariational inequalities with the state

constraints and nonnomotone multivalued mapping term are considered. The optimal solutions are ob-

tained. In addition, their approximating problems are also studied.

Key words: H_hemivariational inequality; optimal control; state constraint; nonnomotone multivalued

mapping
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