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摘
一

要

本文阐述以矩阵形式建立力学系统运动方程的方法
.

采用矩阵形式可使动力学方程写得紧凑
,

以便于用电子计算机研究多自由度的力学系统
.

基于动力学基本规律
、

达朗倍尔
一

拉格朗 日原理
、

哈密顿
一

奥斯塔拉格勒特斯基原理
、

以及高斯原理
,

列出了建立运动方程的方法
.

一
、

基本符号与关系式

由具有质量。
3‘一 : ,

坐标为, 3 ‘一 : ,

凡‘一 ; ,

儿 , (在直角坐标系O 二y z
中) M

‘
个质点组成的力

学系统
,

其 中 i, 1
,

⋯ N
.

设该系统具有完整约束和非完整约束
,

了
, (劣 : ,

⋯
,

介, ,

约二。 拼= 1
,

⋯
, m

它们的方程式相应为
:

(1
.

1 )

名 夕, , (、 ; , ‘二 ,
、。二

,

t )云, + g , (二工
,

⋯
,
二。二

,

t)= o

j ‘ 1

p 二 1
,

⋯
, r (1

.

2 )

作用在系统中 i质点的主动力
、

完整约束反力和非完整约束 反力
,

相 应 地 用 X
3‘一 : ,

X
3‘一 : ,

X
3‘; R

s ‘一 : ,

R
3 ‘一 : ,

R
3。
及 P

3‘一 2 ,

P
。‘一 : ,

P
s‘
表示

.

并取符 号
: 二= (劣

, ,

⋯
, 男 3二) , ,

X == (X : ,

⋯
,

X
。万 ), ,

R 二 (R , ,

⋯
,

R
。夕 )少

,
P = (P ; ,

⋯
,

P 3 二 ) , , m == d 1a g (优 : ,

⋯
,

拼 3 , )
, 济 3。一 2

二m 3卜 ; = 。 3‘,

则约束方程 (1
.

1 )
,

(1
.

2) 可写成下列形式
:

f (劣
,

r)= 0

G (戈
,

t )分 + g (%
,

t)二 O

f = (f
; ,

⋯
,

f
。) , ,

G 二 (g , , )
, 夕, (g 。)

,

j= 1
,

⋯
,

3N
, p , 1

,

⋯
, r

(1
.

3 )

(1
.

4 )

令广义坐标矢量 q 二 (q , ,

⋯
,

q ,
) , ,

由(1
.

3) 式确定矢量

劣= 劣(q
,

t) (1
.

5 )

微分 (1
.

5) 式
,

则有

‘一

器
“ 十

器 窝一(
一

晶
a

一

= 了旦一
,

旦一丫 a、_

日q \ 口q l

”
口q 。 /

’

口t

9 0 1

(1
.

6 )

�

!
.

李lee
J

T、

、户、/

二 T

)
r

一

(纂
t

一

,

⋯
,

旦箭
‘



穆哈里良莫夫 刘 慰 俭

用符 号表示 封/ 口全= (日云‘/ 时
,

)
,

由(1
.

5 )
,

(1
.

6) 式得到下列等式

(1
.

7 )

考虑进等式(1
.

5)
、

(1
.

6 )后
,

口% d a 戈 a出

刁互
’

丽
‘

一

盯“
一

石奋

可将非完整约束方程 (1
.

4) 写成如下形式
:

~ 二
_ .

_

, 。 a劣
.

~ 口%

万 (q
, t) q + 口(q

,

t) == 0
,

万= 行万二一
, O ” 行 万不 十 g

. 丫 二

(1
.

8 )

考虑进(1
.

6 )式
,

系统的动能 T 二分, m 云/ 2 可表示为

。 1
.
。 ,

⋯
,

/ 口劣 、,

, =
一

尹
‘

啊 十 “q 十 “。,
人“犷雨

一

) 仍
a戈

口q ’

= a (q

/ 口劣 、, a劣
“”、西q 夕功

一
价

, t)
, a 。, a 。(q

,

t)

(1
.

9 )

箭)
’。

雷
一

,
“一“ “, ‘,

, ·‘

‘
、1一2

应当说明约束反力的方向
.

一般说来
,

约束反力F = R + 尸的方向取决于约束的类型
.

在

一般情况下F 力 由两部分构成
:

F = F
,

+ F
, ,

其中F
”

指向曲面 日(t) 切平面的法向
,

该曲面

由(1
.

3 ) , (1
.

4 )式所确定
一
在变量 , , 之的空间

:

二一

(兴
一

)ha 。
, 一

器
一

(会)
a 一‘a : ,

一
, ’

之二 (几: ,

⋯
,

寿) , .

第二个分量 F
,

位于 曲面 口 (t )的切平面上
,

其表达式为
:

F
,

= k〔aj 加劣 G

C〕
,

其中C = (c , ‘)为任意的矩阵
,

[。f/ a 、 G C〕为矢量af
,

/ 。二
,

G , , c , ,

刀二m + r + i
,

⋯
,

3 N 一 1的矢量积 “ , .

在摩擦约束的特殊情况下
,

F
,
= 一 k欢 为了简祀讨论 起见

,

假定约束

是理想 (光滑) 约束
,

则F ‘ F
, ,

F
,

, 0
。

下面基于不同的力学原理
,

.

以矩阵形式建立力学系统在广义坐标系中的运动方程
,

二
、

动 力 学 基 本 规 律

具有理想约束的力学系统的运动方程
,

根据牛顿第二定律
,

可写成如下的矩阵形式
:

m : 一 x +( 李
一

、
, 。 + 俨 ,

\ O劣 /
(2

.

1 )

(2
.

1) 式左乘矩阵位二/ 口q ), ,

则有
:

(斋
一

)
, 。 : 一

(
一

器
一

)
’

x+ (需
一

丫(器
一

)
r 。 +

(备)场
‘

(2
.

2 )

考虑进(1
.

7) 式
,

则(2
.

2) 式左边部分可改写如下
:

(
一

黝ha
一

(器)谕一杀
一

(箭
一

)
一

霭
当采用符号O , = X 勺劣/a q ,

利用 (1
.

8) 式和(1
,

3) 式可知
:

〔

口f 口劣
一凡

,

一又
二一 = U

O X O q

则 (2
.

幻 式可写成下列形式

晶(器)一芸
一 Q + ”二

(2
.

3 )
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三
、

达朗倍尔
一

拉格朗旧原理

将力学系统的运动方程写成矢量形式
:

一 至了m + X , + 尸 , 二 O (3
.

1 )

(3
.

1) 式乘以系统虚位移 d、 = (占二 , )
,

j= 1
,

⋯
,

3刃

(一 公, 沉 + X , )占戈 十F , 占戈 = O

根据(1
.

3 )
,

(1
.

4) 式
,

矢量叙应满足等式

(3
.

2 )

歹叔二 。
,

“
, 一 。

口戈

(3
.

3 )

将等式 (3
.

3) 写成下列形式

。占戈== 0 (3
.

4 )

a 人
口 = (。

, 夕) , 口
, 了= 。飞

, 挑== 1
, ‘

二 ,

拼 , 口, + 户 , 夕= g p J , P = 1 ,
.

“ , r

口 汤落

此时
,

系统的虚位移矢量 占, 由(3
.

4) 式的一般解确定
「” :

占%二 仁。 C〕占
s

约束反力F 在 (3
.

5) 式虚位移方向的单元功
,

等于
‘”

(3
.

5 )

尸欲封 F 鲜
一

G c 切
:

L 口戈 J

F l’’
· · · · · · ·

⋯⋯ F aN

旦红
. .

⋯
。

.

O另 l

d f
:

a 戈s份

. . . . . . .

⋯⋯
, . . . .

⋯⋯

不F 鲜 G c 飞一
l 口义 j

叽
. . . . . .

⋯ ⋯
a劣1

口f
。

口戈
3万

9 1 2
.

” ”
.

” ” ” 9 1 , , 万

⋯⋯
, .

⋯⋯
嗯 . . .

⋯⋯

g , 1
‘

” ”
’

⋯ ”
’

夕f , : N

C . + 一 + 1一
‘
”C . + , + 一 3那

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯⋯

当约束为理想约束时
,

C s万一 l , 1
.

” C 3万一 l , 3万

则对任意的山
,

cP , , p = m + 1,
· 3刃 一 1 ; j二 1

,

⋯
,

3N
,

有

F ,

叔 , 0
,

且行列式 {F 口了/ 口x ‘ C }的前面二十 , + 封于呈线性关系
,

即

尸一

(号二
_

)
’。 十G ’“ (3

.

6)

则由(3
.

幻式可将虚位移原理表达成

(一 爪公 + X ) , 舀‘= 。

该式应与(3
.

助式结合起来考虑
.

用广义坐标矢量 q 来表示 如
:

(3 尹

取二 于占q (3
.

8 )
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此时
,

(3
.

3) 式的第一等式成了恒等式

n
�

三g
.
O

·

劣一q月甘
�

a

而第二式为B 匆 = o ,

由此可将虚 位移表示为

占q = 厂B C」占
s , C一 ( c ,

,

) 刀=
r + 1

,

⋯
, n 一 1 ; v -

联合 ( 5
.

7 )
、

( 3
.

8 ) 式
,

得等 式

”
’

, 件 ( 3
,

9 )

‘一
, + X , ’

一

且杏
‘q 一。

( 3
.

1 0 )

上式须结合 ( 3
.

9) 式一并考虑
.

利用本文第二节所述内容
,

可将 (3
.

1 0) 式表示成
:

助盯一时dtd一dt

一

(
-

代入 ( 3
.

9) 式
,

得

(
-

d aT 十

蓄
一

十Q
丫
、一”

aT 一 , 、, ,
。 ~ , 。

十 而
一

十Q 夕L万 叼OS ’ 0

鉴于矩阵C和标量山是任意的
,

则矢量

旦2 、
口口 /

aT
+ O+打一时

一

d一dt
一

及矩阵B应是线性相关
,

即如 ( 2
.

3) 式

当有势力为

⋯
,

3N ; “= u ( 劣1 .

⋯
, 劣 , 万 , t )

沁一X口无
,

(a
一一X

及约束为完整约束时
,

( 2
.

3) 式可写成如下形式
:

0
,

L二 T 一 u , u 二 u (劣( q
,

t )
,

t )一一
时一询一

私一村
一

d一dt

在一般情况下
,

合成矢量Q为有势力矢量au/ 口q及非有势力矢量O之和
,

( 2
.

3) 式可写成

如下形式
:

二(粼
一

蓄
一“+ ’r “

( 3
.

1 1 )

四
、

高 斯 原 理

令双灼为t时刻系统状态矢量
,

系统在直角坐标系的运动方程为m 公= X + F
.

在 t + dt 时

刻 (t + d t与t很接近 ) 的系统状态
,

由矢量

、( , + d ‘)一二 (‘) + ‘(t ) d ‘+

香
, ( ‘) d产⋯

决定
.

分析一下 以同一状态以约
,

以同
,

一的速度矢量 分(t )出发的系统的可能运动 二 如果系统

是自由的
,

不受 约束方程 ( 1
.

3 )
、

( 1
.

4 )的作用
,

则F = o ,

这种系统在 t + dt 时 刻 的 状态 由

下列矢量所决定
:

, ( , + ‘, ) == 二 ( , ) + * ( , )‘, + 喜m
一 ,

x (‘,

乙

实际真实运动相对可能运动的偏离值为
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l= x (t + d t)一 牙(t + d t)二

此时高斯拘束Z 二 (2 / (dt )‘)尸解l取决于下式

1
, 一

乞‘
二一 m

一
‘

人 ) 戈a r )
-

Z ~

一

妻(: 一二
一 , x ) , 二 (, 一。

一 : x )

‘
(4

.

1)

而高斯原理表现为实际运动与所有可能运动的差别在于实际运动的高斯拘束的变分为零
,

几

即

d Z ~ 0
,

由于劣(t )和毖(t )是不变的
,

则 (4
.

1) 式具有以下形式

占Z = (m 艺一 X ) , d公 (4
.

2 )

现转化到广义坐标
.

由约束方程(1
.

3) 可得
: 劣 = 双 q

,

约或 岔= (。对。g )女十⋯
,

其中⋯⋯

等项不含q
.

由于变动的仅是加速度
,

则d 汾二 (a、/ 口q )dq
.

而由(1
.

8) 式可得 B q + ⋯二 o ,

故

B 占q二 0
,

(4
.

3 )

因此
,

对于条件 (m ￡一 X ) , (口二/ 口q )占q二。而言
,

它应 当结合 (4
.

3) 式来满足
.

由(4
.

3) 式可确

定 d夕二【B C」枷
,

并可在任意的C
,
占叨下得到等 式

(m , 一 x ) ,
一

娶
一

[。 e」、二 。

U 甘

运用 已知方法改写 (m 怂一 X ), (a 可a的 乘积表达式
,

并采用前述的类似讨论
,

可得 到 (2
.

3)

式
。

五
、

哈密顿
一

奥斯塔拉格勒特斯基原理

在这儿仅研究具有完整约束的系统
,

在系统上作用着( 1
.

3) 式
,

从时间 t。至 t : 积分 (3
.

7)

式
:

(X 一 m 公) , 占对t= 0 (5
.

1 )

考虑到

戈
。口

d
,

dt
, 。

d
公

通

仇 O劣 =
, .

a 才

且对于完整系统具有 d叔 = 占d x,

(分, 解占x) 一 分, 协

则 (5
.

1) 式可写成
/

, _ * 。
.

。

~ d 二
。 、

、
, .

! 人
蕊
O 劣十 0 1 一 。

一

戈扩 m o 戈 ) 刀a r = U
\ “ 不 l

(5
.

2 )

假定叙(t。)= 叙 (t : )二 o ,

则由 (5
.

2 )式得

t :

(占丁+ x , d x )己t一。

to

(。
.

5)

在系统的真实运动下应满足上述等式 (即哈密顿
一

奥斯塔拉格勒特斯原理)
。

用矢量X 表示有势力与非有势力之和
:

x 一架
+ Ft,

一

黑
一

(盘)
,

“一 (F
‘
,

, ‘一 ,
,

一 3N

并把积分式 (5
.

3) 写成如下形式
:

tl (弘十尸叙)dt 一。
,

L 一 T + 。

to

(5
.

4 )

当 F “ 0
,

亦即全部作用在系统的力为有势力
,

根据完整系统积分和变分操作可次序互换的
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性质
,

则可得到哈密顿原理
:

‘

l L d t = 0

该原理证明
:

在完整系统中
,

当起始位置为以 t。)= 砂
,

终点位置为 双t : )二护
,

从时间t。至八

区间内所发生的全部运动中
,

只有这样的运动是真实的
,

其积分

I一

{
为一 固定值

。

由哈密顿
一

奥斯塔拉格勒特斯基原理
,

-

t 的函数
,

则

L d t

我们得到 (5
.

4) 式的运动方程 , 考虑到L为q ,

空
,

J
“乙+ 尸罗占/ , d ‘一

{ ((给)
’‘。+

(器)
’““+ F ’

塌
一

《
一

髯
_

丫aq)
一

叙器)
,

、嚼

器
一

咖
,

)
,
“ + 。

·。。

)
J ,

(粼
,
匆 一

以熟粼
’一

喘
一

丫
一“

’

)、
‘一”

.恤肠朽九尸

l
,

·

“一(
一

器)争

由于““
。

, 一叔“
1
, 一 0

,

, “““‘, 。, 一‘。“! , 一 。
,

因此
}:: f旦左

一

、
\ 口右 /

口L

口空
占q二 0

,

得等式

丁(
一

叙
一

劲
r 一

(器)
r 一“

少

)
“qdt 一 ”

(5
.

5 )

鉴于矢量为是任意的
,

则从(5
.

5) 式可得

扒
一

勤一器
一“

_ 对于在手统上作用着
‘’

·

3’
、

‘’
·

‘’式约束方程和有势力 x 一”u/a
‘ 的非完整系统

,

须用

另一积 分式
‘乙 ’
来取代 1

.

J一

{ 刀、It
,
刀二L (寸

,

q
,

t) + (B (g
, t )空+ b (q

,

t))护几

积分式J的稳定条件为
:

纂渭 )
一

韶一豁
‘“(。

,

矛, “十“‘g ,t) ’矛一 ”

把方程式写成下列形 式

、
.了..‘夕.IJ

.

元
、、产
了

录(器
-

橇
一

(
一

器
·

d ~ .
。 ‘

而
一
‘互林 ) 十备

一

‘B ‘+ “, , 诬

)
一

器一了‘+ 。·戈凡一势)
“+

(器
一”·

(5
.

6 )

式中 凡一

(瓷) 篡
一

会),.
一‘。

,

,
,

斋
一

(会)
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B
。
一

(令)
, p 一‘

,

一 ,r; “
, V 一‘

, ’ ‘ ’ , ”

当非完整约束方程 (1
.

4) 式满足可积分条件时
,

则有

凡 一

嚣
一 。

,

霏
一凡一 。

令
、二 一 凡

,

由(5
.

6) 式可得下列方程 式

扒粼一器
一“ , ·

采用符 号 P= 口L / a夕
,

H = 夕与 一 L (夕
,

q
,

约及用 g ,

P
, t 来表 示 空

,

H (g
,

P
, t)

,

(2
.

3 )式中 Q = d u
闷q + 母

,

则

(5
.

7 )

H
:

夕一空(q
,
P

,

t)
,

H =

扒粼
一

器
一“十“二

(3
‘

1 1 )

可将哈密顿方程写成如下形 式
:

,
一蓄

+ 。十价、

六
、

运动方程的展开表达式

将 (2
.

3 )式

刃{、
二

一

叮 _ 。十 B : 、

O q / Q q

写成展开形式
,

将动能 T 表示为

: 一 改。
, , (。

,

, ) , + 夕, 。(。
, , ) + 七

。。(。
,

矛)

‘ z 一 ‘

式中A (q
,

t )= 二百m 二
。,

计算

a (g
, t)= 二百m 二

‘ , a 。(口
,

t )= 二 fm 、‘

箭
一 A ‘。

, ‘, 。+ ·‘。
,

‘,
,

A“一 ‘⋯“
·

,
,

一 ‘二 ,
,

一
’

,

一
其中对于下标相同的项进行从1至 n

相加
.

然后取导

d 口T
,

⋯ 口A ⋯
口A 二 口a

.

口a

dt
一

。空 二创十询 qq 十 击 q 十 内 q 十 击 (6
.

1 )

式中

一

留
一

。。一 (·
, ‘, 。‘。, )

, · : : , 一

瓮少
,

留
一

。一
(
口

会
, 。,

)

窝
一

。一
(

一

尧
。
,), 霏

一

嘿
·

), 一 ‘
,

一
以及矢量

一

箭
一

韧留
。+ 。·

窝
十

;货
。·

争
一 (a 。‘, 空‘。, )

,

。·

霎
一

嘿
空‘

), 会
一

(念
、

)

(6
.

2 )

(6
.

2) 式代入 (2
.

3) 式左边部分
,

可得到展开形式的拉格朗日方程

留
。十留

。+

豁
一

。一 。

喘
1 口a o

2 口q
力性

1一2
一

.

口
占六生

式中

如果把 (6
.

1 )
、

A女十
-

气口+ B , 凡 (6
.

3 )
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当完整约束是固定的时
, 戈‘二 0

,

则有
a = o ,

a0 二 O
,

A
。
= 沉 于是(6

.

3) 式具有简化的形式
:

1
.

,

q q 一万犷
乙 器

。一Q + ”’“
(6

.

4 )
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