
应用数学和力学
,

第 10 卷第
A p p lie d M

a the m a ti e s a

)期
n d

(1 9 8 9年 9 月 )

M
e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

浅球薄壳轴对称极凹陷的非轴

对称的动力不稳定性
’

云 天 锉

(华南理工大学工程力学系
,

1 9 88 年 6 月 10 日收到)

摘 要

当壳厚
一

升高比沙《 1 时
,

由二次型载荷产生的轴对称极凹陷的钱球薄壳是动力不稳定的
.

微

小的扰动足以使它变成非轴对称凹陷
.

在两种情形不
,

问题都可归结为特征值问题T w
,

= c. w
。 .

其

中T 当沙《 1时近似为一 Sf
r u m 一L io u vi ll e

算子
.

本文用谱理论和 H il b e rt 定理均可证明T 至少

存在一实的特征值 ; 它意味着轴对称极凹陷是动力不稳定的
.

再进一步
,

本文还找出代表不 稳 定

凹陷壳体的非轴对称变形的
、

属于一特征值的T 的特征函数
.

概 述

浅球薄壳在轴对称的集中力和均布载荷作用下的非轴对称屈曲已有用数值分 析 “ 一 4 ’和

实验
【“

一

。’
来研究过

.

这些结果表明了如壳的厚度小于某一临 界值
,

在低于折断屈 曲 (S n a p

一
b uc kl ing )所需的载荷作用下将出现非轴对称屈 曲

.

但是
,

浅球薄壳在承受如图 1 所示的二

次型轴对称压力分布 (这种情形在宇航燃料容器
,

充液薄壳
,

生物细胞等会遇到 ) 下引起的

轴对称极凹陷出现非轴对称屈曲的可能性的
、

用比基于数值法更深刻的方法去分析研究工作

似乎还未见有出版
.

本文对于二 次压力分布下具有小的壳厚
一

升高比
。“ 的浅球薄壳引起的轴

对称极凹陷上出现非轴对称的动力不稳定性的存在性用 Hi lbe r t 定理或者紧自共辘 线 性 算

子的谱定理提供理论上的证明
。

进一步
,

本文还找出非轴对称屈曲型式的解析解
。

在二次型轴对称压力分布下浅帽的轴对称有限极凹陷的性态已由 W
a n 等〔7 一 8 ’

很 好 地

研究过
.

为了检查这些轴对称凹陷型式的动力稳定性
,

在这些凹陷型式上加上带小参数的扰

动
.

扰动系统的稳定性是由在第 2 节中用 M ar g u r r e
非线性浅壳理论建立的动态非轴 对 称

的扰动方程的解来判断
.

在第 3 节中
,

用 H il be r t 定理
,

也用紧自共辆线性算子的谱定理证

明了至少有一实的特征值
,

它意味着轴对称的极凹陷型式是动力不稳定的
.

最后
,

在第 4 节

中
,

还找出一特征值和对应的特征函数
.

它表明了当壳厚
一

升高比参数扩《 1 时
,

轴对称的极

凹陷是不稳定的
.

它可转变为对整数
n
> 2都可能的型如

a ,

砂co
s (n0 ) 的非轴对称型式

.

.
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二
、

特征值方程的建立

当应用 Mar g u r r e
型浅壳弹性动力理论时

,

在那里假定中面内的惯性力项
,

转动 惯 性

力项在我们的问题中是可以忽略不计的
,

浅球薄壳的性态可 以用无量纲方程 (除了惯性力项

外
,

其余和「4] 中的 (2
.

1 )
,

(2. 2) 式是一样的 ) 描述如下
:

v
‘:

卜L 〔z + : 。 ,

f〕= a (二 )一 b二
, , ‘

v
峨

f十红
: 十 * / 2

,

。」= 0

式中x 和夕是壳的圆底平面的极坐标
,

} (0< 劣< 1 )

(2
.

1 )

(2
.

2 )

( 歹
,
= 口( )/ 口二

,

(
’

)二口( )/ a s
,

( )
, ‘.
= a Z

( ) / 口t
Z

L 〔夕
, ; 」二 g ,,

(s
,

/ 二 + 若/ 二
2

) + 5 1,

(g
,

/ 二 + 吞/ 劣
2

)一 2 (续/ 二 )
/

(矛/ , )
‘

.

V
4

( )= V
Z
V
么

( )
,
V

Z
( )== ( )

“
+ ( )

‘

/ 二 + (
’ .

)八
: .

无量纲的径向坐标 , ,

铅垂浇度二
,

应力函数f
,

载荷q ,

以及惯性项b 和它们的相应的物理变

量之间的连系为
二“ r

/ r
。 , “= (1/ ZH

。么)研
,

f二 (1/ 4 E H
Zo 4
h)F = F / D

,

g (二)二 (r 含/ D 省
。。2 )P(二 )

,

b = p r
言h/ D

.

其中r 。,

万
,

和 h是壳的底半径
,

升高
,

和厚度
,
E 是杨氏模量

,

D 二 E h
3

/ 〔l到 1 一 , 2

)〕
,
扩=

hR / {[ 1 2 (z 一
, 2

)〕
’/ Zr 考}

, v是 P o is s o 。 比
,
R 是壳的半径

,

省
。
= r 。

/ R
,

和 r 矛= ZR H 为浅球壳

近似式
, 二二尹/ 2砂

,

P( 劝 = P
。

(1 一护扩 )
,

九 是二次分
一

布压力的峰值
,
少(常数 )> 1

, p 是质

量密度
。

对完全固定的壳体
,

其边界条件在顶点为正规性条件和在外边缘为固定的条件
,

, = O
, ‘ = 了 = f“f’= 0

竖
‘,

_

, 一旷一 0 ,

烈
一
叮

‘
+ 少’一” 飞

f
l l l

一 f
l

(1一 v ) + (2 + v )尹
,

一 3了= O J

.

3 )

.

4 )

二
.

0乙,“
口日
.

了、
、J

‘
,

目口

由二次压力分布引起的轴对称挠度情形
,

上述 (2
.

1) ~ (2
.

4) 式归结为
:

居

己2二 (,
·
+ ,

,

/ 、一 , / 二
2 )一 , 笋一 4“

{
t, (‘, d ‘

。“二 (岁
。
+ 梦

,

/ 二一少/ 二 ; )十 (中
,
一 二“)二。

- }
= O

,

必= 0
,

梦二 0

二 1
,
中= l

,
笋

产
一 v梦= d

式中 中= 扩。二十 , ,

岁= 护几
,
秃= p o/ p

。 ,
p

。

为 古 典 屈 曲 载 荷
,

(o< 劣 < i ) (2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

7 )

(2
.

8 )

P
口
二 Z E 人

2

/ 仁R
Z

(3 (1一

v 名) )’
/ : 〕

.

如 [ 7」所示
,

当寿
。= O (1 )时

,

(2
.

5 )式和 (2
.

6 )式的外部解的首项有如下型式

, 二~ 一 Zx /
。么,

f二~ k二(2 一 c Z二 :

)/
。2

对 0< 二< 二 ,

叫 ~ 0
,

f二~ 一 k二(2 一 c Z、2

)/
。昌

对 二, < 劣< 1

式中, r是无最纲的凹陷底 (平面 ) 的半径
,

是由下面的条件定出的

P
.

5 9 6」)

少(戈卜 )二梦(劣 , ,

)

(2
.

9 )

(见 [ 7
, p

一 ,

3 0 5〕或 〔8

(2
.

1 0 )价

.

L7
,

p
,

3。“1的巾。 , ) . 0有误
,

对照ES
,

p
.

5 9 8 1应为梦(
X T )二 o ,
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即由 (2
.

9 )式知 (见 〔7
,

p
.

3 0 7 (3
.

1 5 )〕)

岁 (物 ) , 。
,

即二 , = 刚 2 /
c (2

.

10 )
尹

对于砂, 。情形
,

(2 ; 5 )式机厄
.

6 )式的解(2
.

9 )式表明在 (0
, 二 , ) 内极凹陷的壳体的子午线的

斜率为未变形时的子午线斜率的反号
,

而在 (二 , ,

1) 内保持原子午线斜率不变 :

为了检查这一轴对称极凹陷状态 (叨‘
,

f
‘)的稳定性

,

加 上带小参数占的扰动状态 (。
, ,

f
, )

,

使得

(叨
,

f )= (。。 ,

f
‘) + d (功 , ,

f
一) (2

.

1 1 )

不失一般性
,

我们假设

(, , ,

f
一)= (。

。

(x )
,

f
。

(二))e o s (n口)e x p (i。
, t) (2

.

1 2 )

将(2
.

n )式和(2
.

1 2) 式代入 (2
.

1) 式和(2
.

2) 式
,

略去占的高阶项
,

我们得

A”一“‘一c w “
一寿

“’”

)
A

Z
矛

, + B 叨
.

= o

和C是
:

A 二尹 / d矛+ 二一 ’d / d 二一价二
一“

(0 < 劣< 1 )
(2

.

1 3 )

(2
.

14 )

式中算子A
,
B

,

B 二g. 二一 ‘尹/ d妙 + g’(二
一‘d / d 劣一矛二

一 “)

C = j
·

牙
一 ’
尹/d 扩 + j’(

二一 ’d/ 血一矿x 一 ,

)

夕= (z + 叨‘)
‘,

j= f二
,
k

.

== 如二

将(2
.

9 )式代入 (2
.

15 )式
,

得

B 二 干(1 /
。2 )A

, e Zj二士k二(2 一 c Z二2

)

(2
.

1 5 )

(对%多劣 , ) (2
.

1 6 )

对于两种情况
,

我们都可将(9
.

1 3) 式和 (2
.

14) 式合拼成一个方程
,

也就是
:
1

,

零不是

A的特征值情形 ; 2 ,

零是A的特征值且。
。

属于 A 的零空间
,

也就是 , 。
〔N (A )= {川A “= 叶

祷踌
。

如果零不是A 的特征值
,

即
,

A 。= o蕴含
“= o对所有u, 或者 N (A )二诱

,

那末将 招
.

1 6)

式代入 (2
.

1 4) 式
,

得

A f
,

干 (1/
e Z

)二
。

= 0 (对 二多x , )
·

(2
.

1 7 )

将(2
.

1 6 )式
,

(2
.

1 7 )式代入 (2
.

1 3 )式
,

对
。2

《M “寿
。<< 。一 ‘,

(对 k相当广的范围
,

(2
.

9 ) 式都

成立
,

见〔7
,

p
.

3 0 5」)
,

我们有

T 叨
。

= e 。田 ,

(2
.

1 8 )

式中算子

T 二。4
A

么
+ 。Q (2

.

1 9 )

c ,

== 。4 k
。
= p R

Z。 : / (E
r 。)

O = j ; 二一’尹/ d 护 + j二(x
一’d /d 二一矛二

一名) + 1 /
。

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1 )

一M戈(2一 e 名劣么)

M劣(2一 c Z劣昌)

(0< 戈< 戈r )

(2
.

2 2 )

(劣, < x < 1)

将(2
.

1 6 )式代入 (2
.

1 4 )式
,

‘

得

(二多介 )

2r
1

‘

一一
;J

如果零是月的特征值且叨
,
〔N (A )笋功

,

通f
.

干 (1 /
‘2 ) ,

,

, 切
,

将(2
.

1 6 )式
,

(2
.

2 3 )式代入 (2
.

1 3 ) 式 ,
对触 , M

,

我们有

爪tD
.

, c. 功
.

式中算子

(2
.

2 3 )

(2
.

24 )
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T
,

= 砂A , + e o :
一

(2 J S )

Q , = j
: x 一 ‘

d 要
/ d x , + j{(二

一 ‘J / d 二一
n “二一 2

) + (1 + 。2 )/
。

‘

(2
.

2 6 )
‘

现在
,

我们的问题 (2
.

1 3) 式和 (2
.

14 )式已对上述两种情形分别归结为一个特 征 值 方 程

(2
.

住8 )式或 (2
.

2 4 )式
.

当。1 << 一时
,

(2
.

1 5 )式或(2
.

2 4 )式近似地变为
:

￡Q功
,

= e , 功。
‘

(2
.

2 7 )

其相应的边界条件变为
田 ,

(0 ) = 叨二(0 )= 叨。

(1 ) = 川二(1 )一 0 (2
.

2 8 )

如
c 。

是实的
,

则由(2
.

2 0 )式
,

。之是实的
.

且若
c 。

(实 ) < o ,

由 (2
.

2 0 ) 式
, 。 。

= g 一￡(g
-

为常数 )
.

若 g ,

< 0
,

则 由 (2
.

12 ) 式
,

当 了、, 时
,

’

(切, ,

f
,

)‘ 00
.

这是一不稳定情形
.

若

头> 。
,

则当 t”“时
,

(, , ,

f, )” 0
.

这是一稳定情形
.

然而
,

爪的符号是由扰动方程 (2 : 12 李

式的初始条件决定的
.

例如

田 ,

(劣
,

8
,

0 )= d田
。

(x )e o s (n o)

田 , , 。

(劣
,

0
,

0 )二一 d g
。功 ,

(x )e o s (n s)

等
,

因为扰动是可 以任意选择的
,

所以
,

不能排除选取“
, (男

,

0
,

0 )犯断
, . (男

,

0
,

0 )使得如是负

号
,

也就是得到不稳定情形是可能的
.

因此
, 。 .

(实 )< O表示是不 稳定的
.

若
c .

(实 )> 0 ,

则

(2
.

20 )式
, 。 ,

= 瓜 (瓜 为实常数)
,

且(断
,

介)由(2
.

1 2 ) 式知都是复值函数
.

这意味着断 和

f
,
有虚部

,

其物理意义为功
,

和f
, 是虚的

,

亦即没有实非零解
.

因此
, c 。

(实 )> 0意味着是稳定

的情形
。

若令 Q
。
二 Q一 1/

。 , a ,
= c 。

一 i
·

(2
.

2 9 )

则 (2
.

27 )式写成
:

_

“
Q0 , 。

”价w
。

(2
.

30 )

根据 (2
.

22 )式j
l

在 (o
, 二 ,

)和 (二 , ,

1) 区间内是反号的
.

那末
,

·

(2
.

3 0) 式如若存在有特

征值a 。

(实)
,

则它必在 (o
, 、 , )和 (x , , 1 )反号

.

若 a 。
(实)< 一 1 (即 c 。

(实 )< o ) 发生在 (o
,

戈 , ) (或者 (x , , 1 ))
,

那末a 。

在 (戈 , , 1 ) (或者 (0
,
戈 ,

))大于1
.

说明了若在 (0
,
劣 , )(或者 (男: ,

1 )) 内壳是不稳定的
,

则在 (二, ,

1 ) (或者 (O
, 戈 , ”是稳定的

.

三
、

(2
.

30 ) 式存在有实的特征值的证明

若有一矢量u( 铸 。)〔D (T )
,

使得T “二洲
,

则称数
c
为算子丁的特 征值

, u 称为属于特征

值 c的算子T 的特征矢量
。

有许多定理是关于各种空间中的种种算子的特征值问题的
。

但是
,

对于我们的情形
,

一高阶的微分算子(2
.

1 9) 式的T 或 (2
.

2 5) 式的T ; ,

是很难直接用这些定理

去证明(2
.

1 8) 式或(2
,

24 )式存在有实的特征值的
.

处理特征值问题的另一个有效的途径是将

问题转变为积分方程
,

因为在许多方面
,

积分算子有着比微分算子更好的性质
.

但是
,

直接

将(2
.

1 8) 式或(2
.

2 4) 式转变为积分方程也是很 困难的
.

因此
,

我们研究算子T 和T : 的结构
,

发现当扩《 1时
,

可以忽略砂项
,

从而使T 和 T :
均变成(2

.

30 )式的算子
。口

。 ,

它是一个 st
“ rm

-

Li ou vil le (s
一

L) 算子
.

而一个 S
一
L 特 征值问题可 以转换成一个等价的

,

具有紧的自共扼线

性积分算子的积分方程
.

利用紧的自共辘线性算子的谱定理
,

或 者 用 H il b e r t 定理
,

我们

邻可以证明它存在有一个实的特征值
·

下面
,

我们首先列 出”
一
L 特征值问题的一些已知的结

果的综述 , 其次
,

我们表明。O。是一个 S
一
L 算子 , 然后

,

用谱定理证明它至少存在一个实的

特征值 , 最后
,

我们再较详细地将(2
,

30 )式化为积分方程
,

并用 H il be r t 定理证明它 至 少
-
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存在一个实的特征值
.

令S 。= au 为一S
一
L特征值方程

,

其中a 是一参数
,

.

5 是在 区间〔
a ,

们上定义的空间牙的 S
-

L算子
〔。’

S = [ 1/
r (x )〕{d [P (x )d / d x 〕/ d 二 + g (二 )} (3

.

1 )

式中假定P(二) > o , r (x ) > o
,

且p
,
p

, , a和 r
均连续

.

夕 = B 门C
Z

[ a
,

b , r」
,

B 是满足 S
一
L

系统的边界条件 (对我们情形为(2
‘

28 )式) 的函数的集合 , C气
a ,

b ; : 〕是矢量空间 c “〔a
,

b〕带内积为

(“
, v )二 I ‘(劣)v (x )r (劣 )d 二

假定零不是 S的特征值 (如若不是这样
,

我们在 S
一
L 方程的两边加上 k

, r (二 )u
,

选择合适的

k :
总可使假设成立 )

。

定义算子厂为

‘厂·’“, 一

{g (x ; 梦)u (夕)r (y )d 夕

式中g 是对于算子S
,
(S

,

定义与 (3
.

1) 式中的S一样
,

但 其 中
, (劝 二 1) 的 G re en 函数

.

由

[ 9
, p

.

4 6 , 2 2 9 , 2 4 5~ 2 5 0」
,

我们有
:

1 ,

存在有一对称的 g( 二 ; y) 且S
一
L 方程等价于积分方程

u“ a 厂朴

2 ,

令厂
釜
为 r 到L :

的延拓
,

则厂
份是紧且自共辘的 ;

3
,
厂, “= a 一

lu 及 u铸 。
, a 笋。蕴含S “= a “

. -

现在
,

我们来表明 (2
.

30 )式中的算子
。O

。

是一 S
一
L算子

,

因为
。O

。
= 以d [j 碑/ d 二万d 二一八矛二

一 , }/ 二
_

(3
.

2)

式中j
: “一M x (2一 c 么扩)

,

(o< 二< l , 二铸、 , )和 (3
.

1 )式比较
,

可 得
r (二 ) = :

/ 二> o ,

p (二 )二

j
:

> 0 (对。< x < 肠及 x , < 二< 1 )
,

P’一八
,

和 q (x )二一 j;矛犷
‘

皆是连续的
.

根据一谱定理 (〔9
, p

.

2 4 1〕定理 9. 2 :

若A是一紧的自共辘线性算子
,

’

则它有一特 征值等

于 IA !}和 一 IA 皿)
,

我们有
:

厂赞
有一特征值等于 }r 划或一 l厂划

.

因此
, 。O。

有一特征值等于

l/ 仔划或一 i/ 廿r
铃”

.

因为算子的范数定义为实的
,

所以
, O

。
(至少 ) 有一实的特征 值 。 ,

=

士1/ lr 引}
。

这个结果
,

也可 以用 H il be r t 定理来证明
.

首先
,

较详细地看 (2
.

3 0) 式是怎样化为积分方程的
。

(2
.

3 0) 式写成
:

(二
,
2

(二)

篇)
田·

‘劣 , 一士a ·。‘!
,
a ·

,。
·

‘二, ‘二多‘· ,
(3

.

3 )

式中 j: (义 ) = 一M 劣(2 一 e Z劣2

)

y (劣
, a 。

) = j; (劣) n 名(a
。劣)

一 ’
+ 劣(。)

一 ‘ } (3
.

4 )

将 (3
.

3 )式积分两次
,

应用边 界条件 (2
.

2 8 )以及 D ir ie 五le t 变换 [ 1 0
, p

.

SJ
,

得
:

’ ”

‘“’

一{: !;
v (

一
, ?

·

‘·, ‘·d ‘

(
.

「f
‘

d i 〕

= a o

1 1 1
一

万了福、
一
手夕〔“

, a . )切 .
(“) a u (0义 a 又x 咬劣, }

J O L J . , 2 、 . , J

(3
.

s a )

式中a 是0附近的一点
,

在此采用 , 。

(a )二梦二(“) , 0来代替 tD ·

(0 ) == , ; (0 )二卜 以避开 j; , “0)
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和 g (o
, a .

)的奇异性
.

同样地在为< 二< 1. 将(3
.

3) 式积分两次得
:

切 ,

(戈) = 一 a ”
1

j
Z

(t)
夕(u

,
a ,

)切
,

(u )d u d t

~ _ 。 f
’

「f
“

j
Z

(t) 〕
、(。

,
a ·

, 阴
·
‘“, d “

一 a 。

{
’

「{
‘

.

d t

j
:

(t)
a ,

)叨
。

(u )d u
(x , < 戈< l) (3

.

sb )红
互了、

夕

�...J

将 ( 3
.

5a ) 式和 ( 3
.

5 b) 式合拼写成
:

叨 。

(二) 一。 ,

!
‘

·

, (二
, 。) , (“

,
a 。

)切
”

( 。)、u ( 二 , 二 , )
( 3

.

5 )

式中的核

N “
, ·, 一H “一

“ ,

{:
d t

j: ( t )

+ H( 一《
、

,

纵
== N (u

,

劝 (3
.

6 、

是一对称核 , H ( ) 是 H ea vi si de 函数
.

利用 E
.

Sc h m jdt 方法〔1 0
,

亘
.

1 52 〕
,

即令
“ (劝 = 斌

一

厅称
,

石) 「, 武劝
,

可将积分方程

( 3
.

5) 化为具对称核的积分方程

v (二) 一 a 。

{
王

、 (二
,
“) 。 (。)、。 ( 二 , 二 , )

( 3
.

7 )

四
、

(2
.

30) 式的一个特征值和相应的特征函数

现在
,

基于分析数值计算结果
,

我们给出 ( 2
.

30 )式的一个精确的解析解
.

定理

切。

( 劣) 二 a o x .

f
。

(二) 二b , x . 十 :

f
.

(劝 二 0

( 0< 劣< 劣 , )

( x , < 义 < 1)
} ( 4

.

1 )
w 。

( 劣) “0
,

满足 (2
.

30 ) 式和边界条件 ( 2
.

2 8) 式
.

f
.

也满足 ( 2
.

23) 式
.

式中
a .

是任意常数
, n 是一正整

数
,

a -

一
Ze
内( ”~ 1 )M

,

或c 。‘ i 一 Ze沪. (一 i )材

b。 , a .
( i + e .

) / [一(。+ i )砂〕
( 4

.

2 )
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证明 将(4
.

1 )
,

显然是满足的
.

根据定理 1
,

(4
.

2) 式直接代入 (2
.

3 0) 式
,

(2
.

23 )式即可获得结论
.

边界条件 (2
.

当 C。 = 1一 2 “价”(”一 1) M < 。
,

轴对称的极凹陷壳体将是不稳定的
,

2 8 )式
,

口

它将转

变为
。。
护 co

s

份0) (n > 2) 的非轴对称的凹陷型

式如图 2 所示
.

当然
,

定理 l并非概括所有的可

能凹陷的型式
,

它息是其中的一种
.

亦足以说

明轴对称的极凹陷是动力不稳定的
。

火

火⋯
- -

一讨
图 1 图 2 不租定状态(盛线久示意圈” ~ 3愉形
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