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摘 要

众所周知
,

无论是弹性力学或流体力学
,

处理平面问题比处理空间问题要方便得多
,

其原因

之一单复变函数尤其是解析函数有一整套完整的理论
,

而对空间问题来说就困难得多
.

本文首先

介绍 C h ffo rd 代数的一般理论
,

然后着重讨论三维空间上的 C h ffo r d 代数
,

建立起三维空间

中类似于解析函数的所谓正则函数
.

把平面问题的一些重要结果推广到三维或高维空间中去
,

这

无疑是对弹性力学或流体力学有重要的意义
.

但由于 Cl iffor d 代数是不可交换的代数
,

故把二

维空间向三维推广吮 许多地方仍存在着本质上的困难
J

故不能简单地平推一些结果
,

对存在的

问题有待于以后深入研究
.

引 言

设犷
。

是 n维向量空间
,

1
, e : ,

⋯
, e 。

是它的一组基
.

了是由 1
, e : ,

⋯
, 。 ,

所生成的Cl if for d代

数
,

而

e : 二一 1 (i二 2 ,

⋯
, n ) ; e ‘e , 一

卜e , 。 ‘一O (‘今j
, ‘

,

j二2 ,
·

‘
·

, n )

在了中引进换位运算
: 二

,

y〔了定义「二
,

到 二翔一胖
,

则了成一李代数
‘”

.

近几十年来
,

不

少人通过使用 Cl if fo 比 代数将古典单复变函数许多结果推广到
’

Cl iff or d 代数了的 函数类

F 石
f ,
中去

,

逐渐发 展 成 C liffo r d 分 析 这 一 新 的 函 数 分 支
【2 ’一 〔‘, ,

R
.

p
.

G ilb e r t‘”对

Cl iff or d 代数上的正则函数和广义正则函数的性质进行讨论和研究
,

它们是平面上 Cau ch y

一

Ri
e m a

皿 方程组和一阶椭圆组在高维空间巾推广
.

众所周 知
,

处理力学或其它问题时
,

空间问题比平面问题复杂得多
,

其原因之一单复变

函数尤其是解析函数有一整套完整的理论
,

而对三维空间来说
,

这就困难得多
.

黄烈德
‘7 ’
过

去对此作了不少有益的工作
,

把解析函数理论推广到三维空间中去
,

引进了全 纯 向 量 的概

念
,

讨论了全纯向量的函数性质及其应用
,

自A
.

B
.

B , 二a 助 e 〔吕’〔“’以后做了不少 工作
,

但

由于表示方法上的繁琐
,

使问题复杂化
,

如果在三维空间中引进 Cl if for d 代 数
,

那末使问

题既清晰又明了
。

.

郭仲衡推荐
.

此文在第二届全国近代教学与力学讨论会上作综述报告 ; 国家自然科学基金资助项目
,
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黄 思 训

Cl if fo rd 代数是不可交换的代数
,

故把二维空间向三维空间推广时
,

许 多 地 方有着本

质上的困难
.

例如平面上解析函数的零点是孤立的
,

但对空间上正则函数 (下面给出定义 )

零点一般不孤立 ; 平面上圆内的解析 函数可以反演到圆外去
,

但对空间来说
,

这是十分 困难

的 , 平面上的边值 问题的指标 (in d e
x) 如何推广到空间中去等一系列问题尚 待我 们进一步

研究
.

本文首先介绍一下 Cl if for d 代数的函数理论
,

然后给出三维空间上 Cl if for d代数的力

学背景
,

特别讨论 了三维空间上正则函数的性质
,

对半空间与球上 给出 H il b er t一Ri
em an

n 问

题解的公式 (即 S c hw a r z
公式 )

,

引进 Cl if ford 代数上的奇异积分方程
,

最 后 我 们给出

了在力学和电学
_

L的应用
,

我们可以看到
,

利用 C h ffor d 代数表示既方便 又简洁
,

这是这

种方法的优越性
。

本文仅涉及正则函数的性质
,

我们亦可以把正则函数作进一步推 广 为 广 义 正 则 函 数

(g en e r a liz e d r e g u la r f“ n c tio n s)
,

对于广义正则函数的研究 巳有不少文献记 载
‘6 ” “。’~ ‘’2 ’,

这里不再作进一步介绍
。

二
、

C h ffo rd 代数函数理论介绍

I

本文简单介绍一下 Cl if for d 代数的函数理论
.

给出一些基本定义与定理
,

这 些内容可

在有关文献中能查阅
.

设犷
。

是带有标准正交基
e ,

= 1
, e : ,

⋯
, e ,

的”维实向量空间
,

了
,

是 厂
.

上 Cl if f6rd 代

数
,

则了
。

的基底为

1
, e : ,

⋯
, e , , e Ze : ,

⋯
, e 。 一 l e 。 ,

⋯
, e : e s

⋯e , 。

于是了
。

有2一
’

个基
,

它们满足如下关系
e { = 一 i , e ‘e , + e , e ‘= o (i斗 j

, i
,

j二 2 ,

⋯
,

’

n )

可见了
.

是一个不可交换的代数
.

了
,

中每一个元素可以表示成
a = 乙 幻

e , ,

这里
e , = ea l’’

·

ea
: ,

其 中 A = {a
, ,

⋯
, a 。卜

g { 1
, 2 ,

一
, n }且 1《a , < ⋯ < a 。《

, ,

而
a , 是实数

。

对任何a〔了
。 ,

.

可以定义 }al
Z == E }心 }

2

(称为
a 的绝对值 )

, “ (a 的共辘) 定义为
:

存

在b〔了
. ,

使
a b = ba 二 }

a
l
’
= 、b l

“, a 一 ’

(a 的逆 ) 定义为
:

存在b〔了
. ,

使ab 二ba = 1
.

若
: 〔犷

。 , : = 二、十 凡e Z十 ⋯ + 介 e 。称为超复数
, x :

为超复数 的 实部
, 乏“ ‘、一碗e :

一
·

一

介
。 , ,

于是 : : = 艺对

记D 是 R
招

中连通开集
,

引进函数类F石
:

F石= {f }f
:

D , 了
, ,

j(z )二习 f
‘(: )e 通,

f
沼
(
z )〔C

,

(D ) }
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如果 U 二乙 O A细是带有基 {d分
,

⋯
,

d价 }的外代数
,

我们 考 虑 微 分 形式
,

劝(劝 =

艺 功, , 二勺面
H ,

其中x 〔D c R
“ ,

A , H

上积分可以由如下形式定义

今

我们假定函数 沪
, ,

抓劝〔。 (D ) (, 》1)
,

则在 p
一

链 r c 刀

{
二, (x) 一

只 勺
协

, ·‘
x)d 尸

苦 , , J 卫

定义如下算子

口
.

二 。 _ 。 二 口

0 一 。、 : 十六
“‘ 。二‘ , “一 a二 : 一念

e ‘ 。x ,

显然A 二 a日= 日日=
.

由于了
”

是不可交换的
,

于是如果
u〔E 石

,

则
护叫

”

公f-1

e ‘ 一

口劣‘
’

。。
.

二 a“

=
。

十 夕
1 一二 一 e ‘。

a x z i订
口劣 ‘

_ ,

_
, 、 卜 _ 一 : 一 _

、

_
J
、 _

、 ,. , , 、 _

一
、 ,

~
,

_
,

_ _
* 、

, 、 、

~
. : , 、 , 二

、 .

二 av

坷士上还
0 仪 0 异寸

,

通吊幽数米号法则 匕纷小能厩豆
,

例
0 娜训 = 气o u) 沙十 乙自“

’
一b 万 午

面
u 潇‘

(彻)v + “(口的
.

一般来说口
。姜 u 口

,

关于这一点必须引起注意
.

定义2
.

1
一

若
“〔F 石

,

如果在D 中口
u = o (或“口二 0) 则称

。
在D 中为左正则函数 (或右正则

函数)
。

特别当
。= 2时

,

正则等价于解析
.

如果△
。= o则J (。u) = 0 ,

(泌 )J 二 0
,

故如与
。a 为D 中

左正则与右正则函数
。

引进记号

d a = 乙 (一 i )
“ 一 ’e a

d 分
。 ,

d 口二 e , d 金
,
一乙 (一 1 )

‘一 ‘e a

d ￡
。 .

其中 d 分
。

二 d犷 A ⋯ 八d产
一’ A d妙

+ I A ⋯

定理 2
.

1(S to k es
定理 )万’

”’
若M c D

,

M上的
n 一
链

,

则

A d x ff 。

M是
n 维可微的定向流形

,

f
,

班F 石(r > 1)
,

厂是

{
, fd a , 一

{
,

,

[ (f口)夕 + f (口g )〕d 二 (2
.

1 )

其中d劣二 d丫 A ⋯ A众
” 。

特别情形

< 1 > 若 fJ = 。,

贝d(
.

fd a = 。;
Jf一 。

,

贝叮
.

d a
.

f= 。

J 尸 J 刃



训
一

一

思一黄

< 2 > 若jd = 0 ,

< 3 > 若 △f = 0,

厅。一。
,

贝。
I

, ld a 。一 ”
·

只。{
, d 。 , ‘)

:二。
,

{
’

、(f”)d 。一”
.

S to k e s 定理的另一种形式

}
* “J ‘一

!
二 ”

fdx
,

}
、

fda
一

丁
I

,

(fa) “
.

定理 2. 2 (C a
uc hy

一
P o m Pi e 二 公式) 〔‘

”’
如果口仁 D 是一个紧

n 维可微定向流形
,

其边界

为口口
,

f〔F石(r 》 1) 则花

f(z )二
!

拓
·
d a ‘

·

, (:卜息{
。 乙一 乏

!亡一
:
}

. (口f) (亡)d亡 (2
.

2 )
口d

产11
.

!
�

f (· , 一

众{
。。
f (“, d 口‘ .

翔
。
一

粼
。‘f8) ‘“, 二一乏

}乙一川
’ ( 2

.

2 ) 斧

其中。
二

= : 二芬/r f梦、是
。维单位球面的面积

、

、 ‘ /

由定理 2
.

2立即可得

定理 2
.

3 (C a u c hy公 式 ) 在定理2
.

1假定下
,

若口f= O则

, , 、

I f
J 、二 , = 。 .

J
。。

互一 乏

传一
二
}
“
d九

·

f (0 ( 2
.

3 )

若 f口二 O ,

则

f ( : ) = 二
。

{
。。

了“, ‘。 亡一忍

}雪一
:
1

.
( 2

.

3 ) 势

由于变量袱
n
> 3) 时不正则

,

且
z ,
亦不正则 于是 D d a n g触

〔’”’
给出了完全正则超复变量

( t o f a lly r e g 住la r hy p e r e o m p le x ) 的概念

” .

定义 2
.

2 形如
: 二 丫 二声二( 。二〔了

。) 且满足口 ( 2 勺二 o ( v p〔N ) 的超复变量称为完全正
a . 1

则超复变量
。

引进变量
z ,
二孙 一劣 , e * ,

显然 日 ( 2 . ) 二0( V P( N ) ,
口(z 宝) 。 O故

.

介 = 劣。一为 e , 是完全正

则超复变量
。

利用
z , 可以建立P次齐次多项式

厂留
;

一

闭 二 1
、

、

一

p : ;
(、苏;

4
孔

,

⋯ 之众
。

( z ‘
,

= 劣‘
,

一气 e h ,

)

利 用厂蹂
.

。 ( : )可 以象平面上解析函数一样建立起第二 T “
川or 展 开 式 及 L ““re 。‘ 展 开

式
.

其中二 (左, ,

⋯
,

众, ) 为几
, ,

⋯
,

k ,
个排列

.

所谓第一T a y lor 展开式为了(力直接展开成二: ,

⋯
,
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‘的幂级数
。

有关这方面工作可参阅专著【6」
。

利用 L a
盯

e吐 展开可 以定义留数概念
。

定义 ,
·

, L a o r e n , 展开式中
一

、二}
、 的系数b

。

为f‘
Z , 在原点的留数

; 一“。为 f (
· , 在一点

的留数
。

。
, ,

_ 、

l r
, , , ‘ 、

O , ” 仄e sJ ‘U’= 。 .

J
。, “口考J “ ’ (2

.

4 )

其中B 二B (o
,

r) 是适当选取的球
.

特别若原点是f (z) 的一阶极点
,

则

R e s
f (0 )二b

。
== lim (}

:
{一

2
·

:
·

f (
二))

!川。
“

定理 2
.

4 (留数定理) ‘” , 设口是 n维可微的紧定向流形
,

边界为 口口
,

在 a口内有 k个奇点
a , ,

‘

二 , 。 . ,

则

!
。。

“
:‘)
“, 二。

·

户
R 一“一 ,

(2
.

5 )

若f (习有有限个奇点 (极点或本性极点) 外正则

乙 R e sf (
a , ) + R e sj(。 )二 o (2

.

6 )

D e la o g h e在文献 [ 1 2 ]中证明 T L io u v ille定理

定理 2
.

5 如果了(习在R
.

U {oo }正则
,

则了(z) 是常数
.

三
、

三维空间上cl if fo rd 代数的力学景背

本节我们给出三维空间上 Cl if for d 代数的力学背景
,

利用 Cl if for d 代 数把三维空间

上力学方程组表示形式大大简化
,

而且给出类似于平面弹性问题中的 G o
ur

sat 公式

设犷
,

是带有标准正交基
e ;

二 1 , e Z ,

几的三维实向量空间
,

了
,

是犷
3

上 Cli ff or d 代数
,

则

了
3

的基底为
e , = 1 , e Z , e 3 , e Ze 3 ,

了
。

上的函数可 以表示成

娇(
二) = 砂

;

(: )一功
2 (: )e :

一协
s (z )e

:
+ 功

。(z )e Ze :

(3
.

1 )

于是若在刀内诱日= 0
,

即砂为右正则函数则通过计算知
:

n
�
O
�‘n�0一一一一一一一一

苗
.

X协浦
,
口
.

戈日口口口口aa功
: .

一二丁

—
,

.

a 笑 i

仑2 召3 :

口 3

仑2

雪要:
一

言墓:
+

翼:
+

号竺;

且竺:
一

昌之
十
哭:

( 3
.

2 )

或一 吵
+

典
-

o x s 口劣含
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或者写成矩阵形式

ax 一 口戈 :

口
0 一

一

‘一

口劣3

口

口x 3

口 口

口劣 3 口万 :

(3
.

3 )

"
机
。
机
。
奴

一

。
飒
。
机

了J汽

l
臼
.

1

下面举例说明
·

例 1 :

三维空间中流场方程组

V
·

V = 9 0 ,

V x V = Q= (口
, ,
口

2 ,
口

3

) (3
.

4 )

如果我们令 必(劝 = 厂
,

(z) 一厂
:

(劝 e :
一 厂

。

(劝 e 3 ,

则 (3
.

4) 转化为必口二f 形式
,

其
’

中f = g
。
一

口
se :

+ 口
: e 3

+ 日
: e Z e 3 .

类似地对静态的电磁过程且媒介是均匀和各向同 性 的 M a x w el l 方 程 组

V x U = A = (A
, ,

A
: ,

A
3

) 令沪二 U
,
一 U

Z e : 一 U
3 e : ,

夕= A
。
一 A

se Z
+ A

: e 3
+ A

, e Z e 3 ,

程组转化为归 = g 的形式
。

V
·

U二 A
o ,

M a x w ell方

_
, 。

_

_
。
_ 一

, ,

一
, 。 *

咨 口场

, z 二堆至 ,月 甲“ “”‘ac
”力住 ““三台而 :

, , ,
。 、 二 _

_ , * ,

口“

= U ,

则 Lu o ) 0 = V
,

士是令势=
一。 _

厂一
口汤1

口u

口劣 2 e Z

口u

。x
s e 3 ,

丫

则△
“= o转化为功J二 0的形式

.

由此可见
,

三维空间上 L a plac
e
方程的边值间题在

一定情况下可化为正则函数的边值问题来处理
.

亡

例 3 空间问题的弹性力学方程组
,

在钱伟长教授弹性力学“ 吕’
一书中

,

对空间问题根据

巳知膨胀和转动决定位移即所谓的 S t o k es 分解式
.

S to kes 在 1 8 4 9年指出位移 (u
, v ,

, )

可以分成二部分
,

一部分代表没有体积膨胀的纯转动位移即 u , (“
; , v : , 田: ) ; 另 一 部分代表

没有转动的纯体积膨胀位移u : (u
: , v Z , tD :

)
,

于是 u , 与u Z

分别满足如下关系式

V
·

u , = 0 ,
V x u :

= 0
一

(3
.

5 )

由V
·

u ,
= 。

,

因此
u ; , v , , 、 ;

可用F
,

G
,

万三个函数表示
u , == V x F (F= (F

,
G

,

H )) (3
.

6 )

让它们同时适合条件

V
·

F= O (3
.

7 )

而叽可 以用一应变函数功来表示

u :
= V 功 (3

.

8 )

从而任意位移可以写成

u 二 V x F+ V 功
,

V
·

F = 0
‘

(3
.

9 )

引进丫
3

上函数沪~ F 一 G o Z
一 H 。 : + 功几

。 3 ,

f二 一 功 e :
十ve

3
+ u几 e 3 ,

则 (3
.

9) 可以 表示成如下

简单形式功口= f
.

如果我们把位移假定为形式
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u , V X F + v A功
,

其中A 是待定常数
,

我们问什么时候F
,

G
,

H
,

(我们这里将限于研究体积力等于零的情形 )

V
·

F== 0 (3

功才适合静力弹性平衡方 程 即 L a m ‘

.

1 0 )

方程

“ +

州乳
1 ,

一

歇

把 (3
.

1 0 )代入 (3
.

1 1 )
,

)
“+ 。△(。

,

一
, 一 。

,

0二 V
·

u (3
.

1 1 )

拼

几+ 2 拼

1 一 Zv

2 (1一 v )
’ 可得

△(V x F+ V 必)二 0 ,
V

·

F = o (3
.

1 2 )

在 (5
.

1 2 )中v
·

F = o引进三个函数功
‘(i二 1 , 2 ,

s )
,

F= v 又 仲
: ,

功
: ,

功
:

)
,

把 此 式代入

(3
.

12 )式中第一 式令少= V
·

(必
, ,

功
: ,

姚)则可得到

八
么

功
1
二 0 ,

八
2

功
:
二o ,

△场
。

~ o (3
.

1 3 )

把「二 v x (功
, ,

功
: ,

九)
,

小 = V
·

(必
, ,

必
2 ,

九)代入 (3
.

1 0) 我们得到弹性平衡方程的解为

一
“

一

碧
十“‘

1 , 。 口中
v 二 一万

,
十△必

2

O劣2

(3
.

14 )
?

一
“

黑
+ △。

3 ,
。== 色叭 十

。劣 z

口少2
+

口劣 :

其中B = 1 一A == [ 2 (i 一 v )」
一 ’.

设P
‘
== A功

‘(i = 1 , 2 ,

3 )则△只 = o ,

口少
。

口% s

显然有

、_
妙

十
呼

+
擎

O 工 1 口劣2 口劣 3
(3

.

1 5 )

于是 (3
.

15 )的解可 以表示成

小== 价
。
+ (二 , P , + 二 2

P
2
+ 、3

P
s

) / 2

这里功
。
满足八功

。
二 O ,

故 G al e r ki n
方程组的解可 以写成

(3
.

1 6 )

一
、

一

釜
+ Pl, 一 ‘”

田 = 一B
a中

.

一

a石 十I’s (3
.

1 7 )

这里少由 (3
.

16 )表示
,

△功
。= △P ‘二 o (i= 1

, 2 , 3 )
.

下面我们给出类似于平面问题中G g二
s a t 公 式

.

由文〔14〕可知
,

必口= 0 ,

必= 必
‘+ 必声

: +

功
: e 3
十人几

。3 ,

则△功
‘
= 0

.

这四个调和函数只要确定其 中二个就可以决定 其它二个
,

即可以引

进共辘调和的概念
.

引进记号 R E 功= 功
,
十功

2 e 2 ,
IM功二功

3
一功0e

2 ,

则 功一 R E必十
e : IM必

,
IM必

称为R E 必的共辘调和函数
,

另外我们引进记号R e
功二功

: ,

则由功
。十尸3几及 尸: 十尸沪 :

构成了某

二个正则函数的R E部
,

即

R E X (z )二功
。
+ P

3 e : ,
R E X : (: ) = P ; + P Ze Z

其中x (z) 口= x ,

(习 口= 0
,

于是我们得到三维空间中 G ou
r sat 公式如下

二
, 、

。 r/
j

l 、
、 . 、 , 、

、
甲 又2 少= 仄e 气t l 一

。
一

劣 se Z
JX 叉z ) 一 拌 l一 x : e : ) X l灭之 ) r

仁 、 ‘ / 么
(3

.

1 8)

对于平面问题来说
,

有 T G o u r s a t

G呱
r sat 公 式退化为

中 (2 )二R e 玉x (: ) + 乏x ,
(二 )} (3

.

1 9 )

公式如何推出位移与应力的 K 。二oc oB 公式
,

有待子以后深入研究
.
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四
、 .

三维空间上正则函数的性质及广朱S c hw ar z 公式

本节首先简单介绍一下三维空间上正则函数的一些基本性质
,

然后给出半空间和球上的

广义 Sc h w a r z
公式

。

设 a口是 渺 中有界单连通区域 口
+

的边 界
,

是二维可微定向 流形
,

功(劲 是 口口 上定义的
、

, ~ 一 * 七 ~
、。 , _

。 ,l 了 , _ 、

I f
, , 二 、

八 云一 名 、 。
_ _

, _ _ 」 _

、
_

二
. ,

~ 八 一
H sl de

r 连续的超复函数
,

则必(劝 二
‘

立l 功(0 面
; 1

广 j
3

在 Cau
c h y 主值意义积分存

“ 一 1

一
‘

压状
曰 J

吧况田从
,

圳 w
、一 ’

一 4二 J。。 甲
、” ,

一
‘

}亡一
之
}
3
比 一-

一
了

工以
‘

诊 人 下
, “J

叮

在
,

且在口口上也 H 6 ld e r 连续
,

类似于平面上解析函数成立如下 PI
e m e

l’j 公 式

1
, , 、 ,

I f
’

尹
一 “之, = 土 Z p ‘z , 十 4二 J

。。 p 灭‘’“口‘
互一乏

{乙一
z
}
“ (之〔口口) (4

.

1 )

而算子 (K , ) (二 )一

;
二

{
。。

, (: )d a ; 互一 万

】亡一川
“ 仕〔口口)

,

是。日上具有了
。

值的 H 6 1d e r 连续

空间H (a
, 日日) 到 自身的线性有界算子

.

定理4
.

1 , (平均值公式 )【
‘“’
如果协(z) 在 D 内正则

,

球B 以 z) c D
,

则有

I f
, , ‘ 、 ,

毋‘z , == 4云尸‘

J
。。:

(
二
) 毋气‘’“￡

定理4
.

2 (Po is s o n
公式推广 )〔‘6 ’ 如果 功(

: )在球 B : (0 ) 正则

p < R )
,

成立

(4
.

2 )

则对任何
z 〔B , (0 ) (0 <

功(z) 二
p Z
一 d

Z

4兀P {
。、(。)

甲
ds

(4
.

3 )

其中
r = }互一

之
!

,

J = }川
。

定理4
.

1 , 4
.

2类似于平面上解析函数来证明
。

由定理4
.

2可知功d 二 0
,

则功的每一个分量

都是调和函数
,

即功刁= o决定了四个调和函数
.

利用上面性质可 以类似地推出象解析函数中最大模 原 理
,

M or er a
定 理

,

H ar
n
ac k 定

理
,

W ei er st r as s
定理

,

也可以引进广义 G r e
en 函数

,

利用广义G re en 函 数 讨 论一些边值

问题
,

这里不再赘述
.

下面我们建立半空间和球上 Sc hw ar tz 公式
,

即讨论三维空间上正则函数 的边值问题
。

引进记 号
〔“’ 二 = 劣 , + 戈Ze :

+ 二3 e 3 ,
Z

:

= % ,
+ e Z劣 2 ,

Z 竺= 工 ,
一劣

z e Z ,

口 l 了 日 口 、 a l 了 口
.

口 \

az
二

= 八
一

奴 一 “‘

抓
2

)
,

一

时竺= 八 。城 十 ““
一

孤
2

).

引理4
.

1‘’
‘ ,
协夕二 0 (z ( D ) 充要条件

聂
一

(“E

&)+
2

晶
,

“M‘, 一”

2

燕 (R E
必一轰

‘IM。 一 “

首先我们考虑半空间上 S施w a r : 公式
.

如果功夕二 。 (扭劣 :

> 0)
,

记, 。

> 。的区域为口
+ ,

二3

< 。区域为二
一 ,

同时设拟 co ) = O
,

在二 ,
= 0的边 界上如何提边 界条件呢 ? 四个未知函数功

‘,

应该给出几个量才能确定功呢 ?

记 之 = (戈 , , 劣 2 , 叉 s
)

, 之铃“ (戈
, , x , ,

一 x s

)

(4
.

4 )

那末



Cl if fo r d 代数及其函数理论在力学上应用 色1 9

功(
二 )= 功

,

(: ) + 功
:

(: )e
:
+ 功

3
(: )e 。

+ 功
。

(二 )e : e * ,

协
. (之

份
)” 一功

; (: 谷 )一诱
:

(z 爷 ) e :
+ 功

3
(: . )e

3 + 功
。

(: 荟 )e : e 。

若朔 二 o
, : 〔口

+ ,

则易验证尹 (户 )口
:
二 o , ‘〔口

一 ,

于是

少 (的 一必
补 一

(z ) = 2( 功
,
+ 人气 )

, 二 3二 0 (4
.

5)

我们假设必(习在 劣 3
”。上 已知二个分量功

, 二 g ,
/z

,

砂
2
二决 /2

,

且记g( z) = g ,
+ ga e : ,

则

R E (功) l
二 , 一。 = (夕: + g Ze : ) / 2 (4

.

6 )
,

由(4
.

5 )可知娇
+

(: )
,

一功一 (: ) = g (: )
,

由正则函数 Ple m e l
‘

j公 式

二
, 、

I f
, 二 、 ,

尹又“’一 4二 j;
: 一 。g 又‘’“。

立一 乏

{互一
z
{
“ (4

.

7 )

下面讨论间题 (4
.

6) 解的一般形式
,

由平面问题知解析函数的 S c hw ar
z
公 式 相差一个

虚常数即iC
,

这里也存在同样的问题
,

功歹二 o ,

R E 引
二 3一。二 g / 2

于是我们力图木如下问题的解

必口二o , x 3

> 0 ; R E功l
二, 二o 二 o (4

.

8 )

由于△(R E功)二 0 ,

R E必!
二3 ~ 0 二0 ,

我们有R E功= o ,

现在转向IM功
,

由引理4
.

1可知

口(IM功) / 口Z
,

二 0 , 口(IM功) / 。二
3
二 0

于是我们得到IM功一 C (x
, ,

‘

二2

)
,

且 口C (x
, ,

勺 ) / 。Z
二

二 0 ,

即口(二 : , 二 2
)是作为变量 x : , 二 :

的

全纯函数
,

故有下面定理

定理4
.

3 (半空间上 S e h , a r z
公式)

功口= o
,
“3

> o ;
必

,
+ 功

Z e Z

I
二3 = o = R E 功l

、、= o “ 夕/ 2
,

(4
·

9 )

的解可以表示成如下形式

1 f
必又“ )一 4二 J:

, 一。g “ ) “J ‘
二一 名

1亡一21
3

+ e 3
C (劣1 , 劣: ) (4

.

1 0 )

其中刃(x
: , 二 : )是关于变量% , ,

从的任意全纯函数
.

定理4
.

3指出沪J二 0中四个未知函数
,

只要知R E 功中二个量在 二 :
二 o 上的值

,

另外还需知

另外二个量IM功在二3
二 0 上低一维上的值

,

则铃在 丸> o 上就完全确定
,

类似地可 以建立女此下

定理

定理4
.

4 功J 二 0, 肠> 。; IM引
二 , 一。二咖一人气 = g / 2 = (功一 g 。

几) / 2 的 解 可以表示 成

1 f
, 气之’=

一

4元J:
, 一。g 气“, “ 口‘

亡一万

}亡一
:
1
“

+ D (劣
, , 劣2

) (4
.

1 1)

其中D (二
; , 二 :

)二 D
,

(二
, , 二: ) + ez D

:

(x , , 二 :

)是二 , , 二 : 的全纯函数
.

下面给出球上 S o hw ar tz 公式

定理4
.

5 〔
’毛’设f二f

: + f谓
2是 }川 二 R 上连续函数

,

口踌二o ,

}x }< R ; R E功二 f(二)
,

!二卜 R

解能表示成如下形式

(4
.

1 2 )

功(· , 一

益扛
。。

{气丫厂
+ ·

汇
一 2

一

囚军;弱蜚给熨
2

,

4 (Z
,

一 Z
,
) (劣

3
一y 3

) (12
二

1
2
一 (, , , , + 二 :夕: ))

~
r

,

. 污 ,
. j . . 一

I乙
二

一乙 , f
一

l戈一y .

+( 及二今乙(
‘3

洲刃
一

区
l乙

:

一 乙 , l
“
劣一 g{尹

,

l}
“ ”,‘一 + “: “‘“ ! , ““,

(4
.

1 3 )



黄 思 训

其中万(二
, , 工 : )是 x , , 戈 :

的全纯函数
,

h(二
1 , 二 : ) ~ h

;

(二: , 二: )+ e : h(二; ,

跳)
.

五
、

Cl if fo rd 代数上奇异积分方程

众所周知
,

关于平面上奇异积分方程
〔‘5 ’已经给出充分的研究

,

但对 Cl iff or d 代数上奇

异积分方程尚未有人深入研究
。

本节我们首先给出 Poi nc ar 6 一B ert r a n d 置换公式 及第一类

Cl iff or d 代数意义下奇 异积分方程的反演公式
,

然后讨论第二类奇异积分方程
,

在六节中我

们将给出在力学与电学上应用
。

定理5
.

1 【
’“’

设r 是 R
”

中有界单连区域 D
+

的边界
,

是二维可微定向流形
, 甲(动 是定义

在厂上 H 6 1d e r
连续的超复函数

,

则成立

{
二

({
二 甲‘“, “。 }

封}
。

)
“。 : 1

;

{:二l:
。
3一 ‘二

2 * ‘“
。

,
(5

.

1 )

利用定理5
.

1我们来讨论第一类奇异积分方程的反演
。

考虑第一类奇异积分方程

I f
_ _ , 二 、 J _ 互一立

。 , , 二 、 , 二 , 。
、

加 J厂 甲、‘’“ 口“ J“雪
。

}
“
= J 、‘, , 、s 。七‘ , (5

.

2 )

其中j
’

是 月 a n y o o B
曲面

,

f〔H (厂)
, 尹忙 )〔H (厂)

,

则 (5
.

2 )盯解为

’

I f
中L之。) == 。石 } J L‘)a a 弓

奋砂‘ J r

互一艺
。

1亡一
二。
!

(之。〔厂) (5
.

3 )

现在讨论第二类奇异积分方程

A (: ) , (二 )十 典乡(
,

.

(: )、。
‘砂‘ J r

互一万

!雪一
z
}
3
二f (二) (二〔厂) (5

.

4 )

其中A
,

B
,

f〔了
3 ,

f(H (r )
,

记正则函数

西一
;
二

{
二 , (“, “a ‘ 互一乏

}雪一
‘
}

(5
.

5 )

利用 C o x 。双 K 。益一

Pl e二 e l
/

j公式把 (5
.

4) 转化为

(A 十 B )少
小
一 (A 一B )少

一
二f (5

.

6 )

设 !A + B !今 。
,

!A 一B }钾。
,

记 G = (A + B )
一 ’

(A 一B )
,

F 二 (A + B )
一 ‘
f

,

则 (5
.

4 ) 转化为

H ilb e rt 问题

中
于

(之 ) = G (之)少
一

(2 )+ F (z ) (5
.

7 )

对于这个问题目前尚未有人研究
,

主要困难问题的指标 (i n dex ) 很 难 定 义
,

这个问题

有待于以后深入研究
.

下面考虑特殊情形‘是了
。上 Cl iffor d 常数

,

则此时 H il ber t 问题可

以解决
,

令X ‘之 , 一

{
(2 〔D

+

)

显然X 日~ o ,

且满足 X
+
二G X

一 ,
·

于是令
(之〔D

一
)

〔X
十
(: )〕

一’少
+

(: )

巾
一

(劝

(2 ( D
+

)

(2 〔D
一

)

rZee
、

一一
、J
尹

2
矛‘、

功了

则叻(力是分片正则函数
,

满足矽
+
一犷 = 〔X

十

(劝 〕
一 ’
F

,

由 Ple m e l
‘

j 公式知



C li “or d 代数及其函数理论在力学上应用

I f
尸 , , 二

, ‘ 、 , _ 、。
,

, “ 飞二 J
厂 L人

’

L“’J
一

I, “ 。‘
乙一乏

}乙一
z
}
“

于是

F d 仃 ; 亡一乏

}亡一
:
}
s (2 〔D

+

)

少 (劝 二
X (z)

4汀 {
二 ‘

一 ‘

Fd 。
‘

乙一乏

!乙一zI
“

G
一 1
尸d几

亡一 乏

!亡一
二
{
3

(之〔D
一

)

rr

广,.、.Jr、..J1汀1兀

通
占月任r.份J、..、

一一

对于 H il be r t 问题在特定条件下我们可用拓扑方法来解决
〔‘7 ’.

六
、

Cl if fo rd 代数在力学上应用

下面我们利用 Cl if for d 代数的理论给出在力学上某些应用

例 1 寻找D
十

内正则函数必
,

州 oo ) = o
,

在二 3
二 o上满足条件

(功夕)
+
一 (必夕)

一
= 2 , ,

(, = 夕s e 3
+ 甘。e Ze : , g 今 心)

其中g 是 Cliffo r d 常数
.

解 显然 g 斗。时
, g 一 ‘二 I夕l

一

勺
,

且师夕)百二 o
,

由 Ple m e l
‘

j公式

(6
.

1 )

、,
产

自叮

尸.

丹匕
J

‘
.

功(约 二
1

2二 }g }

:

(
: (: )、a ;

J 乙, = 0

酉一忍

!亡一
二
!
“

例 2 有关弹性半空间上刚坚的冲体压力问题
,

这类问题有大量文献
〔’“’
记载

,

问题归结

为第一类积分方程

I f 州弘
一

纷必心
2

_

2兀 J r
斌 (戈

,
一亡

,

)
“
+ (x

Z
一亡

2

)
么
= g (戈

, , % : ) (6
.

3 )

此问题是研究半空间条> o
,

一绝对刚坚的物体 (冲体 ) 压在半空间上
,

假定 半 空 间与冲体

间的摩擦力不存在
,

余下来部分厂‘没有外力作用
.

解 我们设法把 (6
.

3) 转化为 Cl if f叭d 代数意义下第一类奇异积分方程 借 助 于反演来

求解
.

(6
.

3) 对劣 : ,

凡进行微商

一一长助
u (亡, ,

亡: ) (亡‘一劣 ‘)d亡:
二

一

仁(二
;
一氨)z+ (二

2
一劲

2

口g (戈1 , 二2

)
日戈 ‘ (i二 1 , 2 ) (6

.

4 )

助机一为飒令 必二解
: ,

f二
e Z ,

则 (6
.

4) 可转化为

1 f
2‘

.

!
二 , 戈‘’“口 :

百一 乏

}亡一
二
}
“l

一f‘, 1 , ‘2

,

’ x , = 0

(6
.

5 )

利用反演及通过计算可得

, (。 一

音
、
{
二
““

1 ,

输 d。 ,

劣
一

勺~ O

ag 口g1 〔 一
!

_

髦
‘。

卫七霆蜂丫列2汀 J二 [ (劣
,
一亡, )

‘

+ (劣
:
一乙: )

‘

〕
‘

/ ,

d亡
,
d亡

: e 。

利用分部积分及物理背景知

“(戈 ; ,
公 : )=

△g (g
, ,

亡
:

)d亡
,
d亡:

r 斌 (劣 , 一雪: )“+ (劣: 一雪; )
“ (6

.

6 )

�

!
‘

�万

‘上
�

心‘

一
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例 3 考虑三维空间上流场

V
·

V = 口
。 ,

V x V = Q二 (口
; ,

口
, ,

口
,

)
,

V (oa ) = o (6
.

7 )

解 令功= F
,
一 V 声

: 一厂
3
几

,

f= 口
。
一月谓

2
+ g Z e :

+ 口
;
仇 e 。 ,

则 (6
.

7) 转化为功口一f
,

·

利

用 P o m p ie u
公 式 (2

.

2户知

功(
·)

一 ;
二

{
j 3

““, :

扮
3

武一 ;
二

:
。

了‘“,

拭.:
一

全
:
})武

一 4

封
。
““, ”

·

(
一

解
:
!)“

一 、

加(Ja
,
否吮

}均一
+

J
.

3

怜d:e
3
+

I
‘

3

件
一

d’e

1

4兀

2 e 3

)

”

(!
: 3

0r0
、 一

{户顿

于是 V 二 (厂
; ,

犷
2 ,

犷
3

)可以表示成

v

一 爱
二

‘

:

({
。

怜哟
+

;
二 v 又

{
「

3

零、 (6
,

8 )

例4 我们考虑 M a x w el l 方程组
.

设电磁过程是静态
,

媒质是均匀且各向 同 性
,

则问

题为
V

·

U = A
。,

V 只 U 二 A= (以
, ,

且
2 ,

月
。

) (6
.

9 、

在边界厂一a日上满足边界条件

U
·

n = 吼 U
:
+ 吸U

:
十 a 3

U
3
~ g 〔H

。

(厂 ) (n 是厂外法线方向) 如
.

1 0 )

解 令 功= U
I
一 U 声

:
一U

3 e 3 ,

f二 A
。
一 A

。e Z
+ A

Z e 3
+ 只 ,几 e 3

则 (6
.

9) 化为 功口二j
,

利用

Pom Pi e u
公式 (2

.

2 )关可知协能表示成

“
·

, 一 , ‘·卜啧
、

{J
(; ) 酉一乏

1亡一
二
!
“ (6

.

1 1 )

其中沪日二 。即劝(力是 口内正则函数
,

令 叻二功
:
一功

: e Z
一功

。e 。,

0 是如下函数 日日= 功
,

则O 满足

口a 夕二△0 = o ,

即日满足 L a p la c e方程
,

(6
.

1 0) 写成向量形式

“一。一 ;
二 v

()
’

。

枷
:
卜l

二 v /

({
。

今
“

约

3

n 二 丫
一“

功
‘a ‘~

‘. 1

口日

口n ’

今
d :
} (6

.

1 2 )

击W
.‘

llX�“日

甲
则 “

一 , 一〔
t

4

知C
。

如c)]
二

十

比
二 v 又

聪喇
, ,

可得O 应满足
、

。
_

a e 石 ( 1
凸口二 ”

,

。。 1 二 g 一 i 一 4二 V {
。

加
“+
;
·

于是 L a p lac
e 方程的 N e u m a n n 问题可解充要 条件为

f 口日
o = } a。

d : 一 !
。、: 一

{
A

od :
J l

’

夕 曰

( 6
.

1 3 )

从而我们得到 ( 6
.

1 2 )可解即 ( 6
.

9 ) ( 6
.

1 0 )可解充要条件为 ( 6
.

1 3 )
.

在 此可解条件 ( 6
.

1 3 ) 下
,

我们可求得日
,

利用日d 二护
,

我们可得正则函数沪
,

由功知 ( 6
.

9 ) ( 6
.

1 0) 问题解表示成 ( 6
.

1 1 )
.

例5 设、 (约是R “
中调和函数

,

u( oo ) = 0
,

在 x :
= 0上满足
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口u +

一助 一
二 0

。 5 丁_ -

a 工3

口幼-

。扁 “ J Lx , ,
x , ) ’ 劣3

= U , (6
.

14 )u+

一
二 ,

口u

麟 令 势沈
一

。
-

一
u 汗 !

口u

a 戈。 e , , 则户口二 O
,

由(6
.

14 )知

二 g 二 一f (劣
, ,

劣2
)e

, ; x ,
二

百一牙

0 (6
.

1 5 )

利用 Ple rn o l
’

j公式协(
: )二

l

4 兀
.

}乙一 21
3 ’ 由于

夕“)d a 。(子一 乏) 二f忙
, ,

亡
:

)d亡
工
d亡

2

[ (乙
,
一戈 :

)一“: 一x :
) e : + 戈: e 3

〕

二 曰
_

二 , _ 、
_ I f

」 7 匕 W 、‘ 少一
二4 兀 J

“(公 1 ,

幻= 0

f (亡
: ,

雪
2
)〔(亡

:
一男 ; )一 (亡: 一二 : )仑

2
+ 劣s e 3〕d亡, d雪:

仁(互
,
一戈 : ) 2 + (乙

:
一二: )

么
+ 劣孟〕

.
/

,

,

目p

写
.J

p�

尹.厄.J

兀

,上月任

公: ,
男 , ) =

f (雪:
,

亡2 ) d自d氛
。、/ (亡

,
一戈 , ) “+ (雪

,
一万 ; ) 十 对

( 6
.

1 6)

七
、

结 束 语

本文把 Cl i ffor d 代数引进到力学中去
,

我们可以看到正则函数许多性质类似于平面上

解析函数
,

且利用 Cl iffor d 代数的表示法把三维空间中弹性力学方程组可 以用非常简单形

式表示出来且给出了G ou rs at 公 式
,

在 第六节中我们给出了在力学和电学上某些应用
,

虽然

这 些例子并不复杂
,

但从求解中可见
,

利用 Cl iffor d 代数表示法既方便又简洁
,

这 是这种

方法很大优越性
.

同时病旨出
,

把二维向三维推广时还有不少本质上的 困难
,

这些困难有待

于以后更深入的研究
。

[ 1 1

[ 2 〕

, .曰,
.

J勺d
4
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