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,
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摘 要

本文给出两个定理
.

表示定理指出
:

若具有界 L :

核的 F r e d hol m 第一种 积分方 程 火x ‘公有唯一解交
,

则

卜艺(。
,

、凡功
。 ,

其中、“却
一 人‘朴A.

·

、
·

二
i

一次迭代定理指出
:

交可由公式 交* 二。+ g0 A
,

(夕一 A xo )一次迭代求得的充分和必要条件是满

足下列条件之一
:

1
.

口。去枷A . A 口。 , 口。今交一 二o :

2
.

u o出夕oA A . 为
, “o * g 一 A x o :

3
.

9 。= IIA
. u 。}l名/ IIA A . “。}!二= I!u oll, / }}滋、

。
!I,

,

峋 * , . A翔 或
、

g 。= }IA 口。{}
“
/ 11A

.

加
。
}[ , 二 !}刀。朴. / 11南

。[}气 口。* 众一 二 o
「

、

,

一
、

概 述

一

科学和工程中许多问题可归结为 E
r
ed hol m 第神种积分方 程 A x = y

.

例如在光学
L” ,

戈射线
〔2 ’,

气象学
〔3 ’,

聚合物化学
〔弓’,

力学
〔““ , ’,

工程
‘吕’
等问题便是

.

虽然 Fr e d h o l二 第一

种积分方程解的存在定理 E
.

Pi ca
r d(1 91 0) 早 已建立

〔“, ,

但这一定理既未将解用显式表示

也没和求解的方法相联系
.

在1 9 5 1年
,

L
.

L an d w eb
e r 〔‘们 给出求解的迭代 公 式 x 。 十 : ‘介 +

c

尹(, 一月二
”

)
,

其中 。< c (常数)之2 / 11尹A ll
.

其后
,

在1 0 7 0年
,

D ia z 和 M e tea lf“” 讨论

了 Pic a r d 准则和上述序列 {二
,

}收敛之间的关系
.

在197 8年
,

作者
〔‘“’用 Ba na

c五 收缩映射

定理证明上述序列 {劣
,

} 强收敛并建议一个具有最快收敛的 迭 代 公 式 戈。 十 ;
出 劣,

+ g
。

尹 (g 一

A 工。 )
,

式中把上面的在整个迭代过程中都保持不变的常数
。用一在每次迭代都改变 的常数外

= }}
u 。

l
“

/ !}尹
。。 }{“

, 。 ,

= y一 A 二,

来代替
.

其后不久
,

这一公式被中国船舶科学研究中心的袁

家乐用于迥转豢螺旋桨组合体的推力减额的计算
‘” 中

,

和实琴很一致的计算结果表明
:

对

各种情形应用本公式一次迭代即可收敛而应用 L a n d w eb e r
公式需迭代3至 5次才达同样 的精

·

国家自然科学基金资助课题
.
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度
.

如果 Fr e d hol m 第一种积分方 程 A 二二夕的解能用显式表示 或者它可以由一次迭代便求

得
,

那将是有意义的
.

本文
,

我将给出解 分的显 式表示并研究用 最 快 迭 代公式一次迭代得

到 全的条件
.

二
、

表
·

示 定 理

我们考虑在实 H ilb e r t 空间中一线性算子 A (铸 0) 由

A / 一

{
。K ‘一 ‘, / “ , d‘

(2
.

1 )

来定义
.

其中K (s
,

t) 是在口 x 口 (口二 〔
a ,

b」)的非零有界几核
.

令R
, ,

R , .

和 N , ,

N 月 .

分别

表示 A和 A气 A的共辆 )的值域和零 空间
.

我们有
:

引理

A 关。〔L
Z

(口 ) 自兀, 一
(对

u〔L
Z

(口) 门厢
,
) (2

.

2 )

A v 〔乙
2

(口) 门豆
,

(对
v〔L

Z

(口 )自开, 一
) (2

.

3 )

证明 由 S c hw a rz 不等式
。

我们有

{{尹
u
{{
“
= }(A

荟 u ,

A 器u ) {= }(
u ,

A A 补u ) {( }{u l}
·

】IA A 铸u {} (2
.

4 )

因为
。〔L

Z

(口)门刀
, ,

故 !lu ll< 。
,

且
u〔万, = N 立

, ,

即

u
诺N

, .
= {切 }A

朴切‘ 0 }
,

或A 苦u 华 0
‘,

(2
.

5 )

因此(2
.

4) 式表明

1}月A 关u !!) 1!A 补。 11
“

/ }}
u }{> 0 ,

即 A A 朴u 羊O
,

或

A 关u 健N , 产万戈
. ,

即 A 补。〔刀
, ,

(2
.

6 )

令 }K (s
,

t) !( M < 。
,

则 }}A与 }( M !Jul }< 。
,

故我们得 (2
.

2) 式
.

同样地
,

我们得 (2
.

3) 式
.

Q
.

E
.

D

综合 (2
.

2) 式和 (2
.

3) 式
,

我们有
:

A 关 :

L
:

(口) 门万
,

。L
:

(口 )门厢
‘ ,

月
:

LZ (口) 门刀
, .

, L
Z

(口)门左
, } (2

.

7 )

表示定理
:

设具有定义在口 x 口 (口 = 【a
,

如 )上的有界L :
核K (: ,

t) 的 F r e d hol m 第一种积分方程

{
。K (·

,

‘)二 (‘, d ‘* 夕‘·,
, v‘·,“ ”,〔L

Z

‘“ ,
(2

.

8 )

有唯一解分〔L
:

(口)
,

则全可用显式表示为
:

, ‘ 习 (夕
,

切
。

)几
,

叻
,

(2
.

9 )

式中〔甲
。 ,

沪
。

〕是一对K 的奇异函数属于奇异值 几
。 ,

即 切。
二几

。
A功

,

= 狱 A A , 甲” ,

劝
,

= 几
,

A ,
临

二欢 A 补A劝
。 .

证明 因y〔L : (口)且K (;
,

t) 是一有
一

界的L
Z

核
,

即

l) “
”

表示几平处处相等
.
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l
。

、

}: 葬一 ‘) :
Z

dt
,

!
、.式 (·

,

‘) }
Z
d一

、

;J
。
}“一 ‘)‘

’

d ·d‘

有界
.

因此
,

据 S e h m id t 定理 [ 9
,

p 1 6 0〕
,

我们有
:

夕‘兄 夕”明”
二 乙 (y

,

甲 :

)甲
”

(2
.

1 0 )

式中 切
,

上鱿才尹沪
。

(。》1)
.

护

一
A 姓解的特征值

.

据引理
,

我们有
:

日沪
,

‘ 凡
。

A , 甲
”

(L : (。)门左
, , ,

对于卯
。
〔L

Z

(口) 门左
,

1

(2
.

1 2 )

式中〔切
, ,

沪
。

J是K 的一对奇异 函数
,

属于奇异值元
,

(【1 3
,

P1 43 〕的定理 8
.

之2)
,

即

臾,

“几
。
A势

。

出七 A月赞切
。

势
,

‘ 凡
。
A 补中。

‘几之A 朴A沪

将 (2
.

1 2) 式代入 (2
.

1 0) 式
,

由于A 是线性的
,

} (2
.

1 2 )

且假定y‘ A 气 故我们有
:

“

! 恋一乙 (梦
,

甲 ,

)几
。

砂
。

(2
.

1 3 )

据 Pie a r d 定理〔9
, p 1 6 1」或由 [1 4

, p 3 3 7
,

3 3 8」
,

我们有
:

A A 朴“* 0 , “* 0
,

及A 签A 。 * 0 , ”= 0

或者
,

如我们令A与六
v和A v 出 u

则得

A v 么 0和A 朴u 士 O, u 宕 O及贻。
·

或
.

N
,
一N ,

一仍}
,

H 二开
‘

。N
,
二介, 二左沪。N , ‘

“豆
, ,

、

由(2
.

1 5) 式和 (2
,

1 6) 式
。

则(2
.

13 》式变成
:

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )

(2
.

1 6 )

全、乙 (v
,

切,

)凡
。

劝
。
〔L Z(g ) 门H (或分以

: (口) ) (2
.

1 7 )

因为据 p ie a r d 定理
,

}}, }1二 }(*
,

, ) l二 乙鱿梦。 < 。
.

Q
.

E
.

D

三
、

曰 次
:

迭 代 定 理

定理 设上述 F r
ed h ol 二 第一种积分方程 (2

.

8) 有唯一解分〔L
Z

(口)
,

则分可由迭代公式

(含
.

1) 一
‘

_

卜

分‘ 劣:
士丸 + g eA 伙 y一A炭)

对某些丸( L
Z

(习)经二次送代便可求得的条件是当且仅当下列条件之一被满足
:

1
.

勺产乳尹月。
,

勺产石一杯
“ -

(3
.

1 )

“ o
= g oA A 份 “o , “。二梦一A 戈。

夕。= jIA 铃。 。l
吕

/ l}A A 朴 u 。4}2 = }{
u 。

日
2

/ i}A
. “。朋

名, u 。
‘夕一 A x 。

(3
.

2 )

(3
.

3 )

或 g 。= 皿A
。。
l
名
/ 翻A

铃A 。。
I}
“= l。。皿

忍
/ 心A丙翻

1 , 口。, 念一男‘ (8
.

4)
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证明

我们先证条件(3
.

2) 是必要的
.

因为A是线性的且y= A , ,

如 (3
.

1 )式成立
,

显然
,

我们

必有 (3. 2) 式
.

其次
,

对 (3
.

1) 式成立
,

条件 (3
.

2) 显然是充分的
.

最后
,

我们证明 (3
.

2) 式
,

(3
.

3) 式和(3
.

4 )式是等价的
.

(3
.

2 )” (3
.

3 )
:

A 。。* g0 刁A , A 。。 ,

令A 。 。* A (分一戈。)“ “0, 故(3
.

3) 式成立
.

(3
.

3 ) , (3
.

2 )
:

u 。二 A ” 。= 夕
。
A A 补A v 。 ,

即A [v。一外A 补A v 。]‘ 0
,

由(2
.

1 5) 式
,

我们得到 (3
.

2) 式
.

(3
.

3) 。斌
.

4)
:

}}u
。

1}
“
= }(

。。 , u 。) I= l(g
o
A A 朴u 。 , 。。) I“ 口

。

! (A
赞u 。 ,

A 劳u 。
) !

= g 。

OA、
。

1
2

夕。= }}
u 。

l
么

/ {}刁
器“。l

“

(3
.

5 )

g 。

!}A A 关u 。

}}
“
= 夕。}(A A 朴u 。 ,

A尹
u 。) }= 1(

u 。,

A A 朴u 。) 1

= !(尹
u 。,

A 任 u 。) 】二 }}A
资“。

1}
名

故 g
。
二 }}A

朴。。
{}
“

/ IA A 朴u 。}}
2

于是 (3
.

4) 式成立
. ‘

(3
.

4 )、 (3
.

3 )
:

(3
.

4 )式表明 }}A
朴u 。 !}

“
二 }}u

。

}}
·

}!A A 肠 u 。}}
,

即

夕。

}(A
, u 。,

刁, 。。) }, }}g
。
月通, u 。}卜11。

。

1}或

l(夕
。
A A ‘u 。 ,

公
。

)】/ (11夕
。
A A 朴u 。

l卜Il
u 。}l) = i 燕

因为在实 H il be r t 空间中任二矢量夕和 q的夹角口可写成 【14
,

p 26 5〕
:

‘

e o so = (P
,

g )/ (IIP I】
·

19 }})

那末
,

(3
.

7) 式表示矢量编和矢量沙
。
A A与

。

重合
,

也就是
, 。。* g0 A诬赞 。。.

同样地
,

(3
.

2 )* (3
.

4 )
.

(3
.

6 )

(3
.

7 )

(3
.

8 )

Q
.

E
.

D

四
、

x 。 的 选 取

计算特征值和特征函数有许多方法“ “’,

所以
,

在理论上 由(2
.

9) 式便可求得精确解
.

然

而
,

因为可能有无穷个可列的特 征值和相应的特征函数
。

所以
,

在实际上我们不可能全部将

它们算出 来而求得精确解
.

「

因此
,

人们也寄希望于一次迭代求得解答
.

因为要满足(3’
.

2) 式
,

或 (3
.

3) 式
,

或 (3
.

4) 式也不是一件容易的事
,

同时
,

对大多数工程问题来说
,

工程师们关心

的不是精确解而是容易计算精度又足够的近似解
。

因此
,

我们讨论二。的选取
.

因为我们不熊选丸使得
分今xl

,

于是我们这样选肠使得恤
。
“达其最小值

‘

对于肠的选取
,

因为除y和A之外别无其它信息可供选取作参考
·

所以我们宁厚取 肠 = 叫(伪实常数 ) ,
这样

计算量最小
.

于是
u 。‘y 一 c A y

.

令 a llu
o

ll/ 面 = 0. 可得
: :

一 ’ -
、

玄= ((夕
,

A g) + (刁分
,

g) )/( 2
一

甘A y肠
盆) 丫

、
.

“
,

劝
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由于a Z
}{u

。

}{
“

/ 口
e Z

= Z IA 夕}}
“

> 0
,

故 {}。
。
}}在‘处达其极小值

.

夕~ (y
,

刀g )/ l月夕}}
“

旦有如下意义
.

虽然两矢量夕和月y通常是不重合的
,

差最小
,

也就是
u 。* y一 : 通y土 : 才y ,

一

即
“

‘ -

对于情形 (A v
,

夕) == (y
,

月y)
,

可得

我们将沟乘‘如
, ;

硅得
, 和 、
沟之

事户
’

(u
。,

‘A功 二 (y ‘旦刀夕
,

‘
沟)。。

文献〔7〕中二。的选取基本上与上述分析一致
; 如果将y乘上数‘

,

会更好些
.

(4
‘

2 )

M u e lle r ,

P
.

F
.

a n d G
.

o
。

m ed ia d e g r a d a tio n s ,

J
.

OP f
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