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摘 要

本文导出了板在大变形分析的混合变分表达式
,

在本式中
,

平衡方程和协调方程是分别用应

力函数和位移分量等同满足的
,

而应力应变关系是在最小二乘方的意义上满足的
.

解了一个例
,

并和文献中已知的结果进行了比较
.

此外
,

我们写出了特别适用于板的屈曲失稳分析的泛函
,

并举例题解证明理论的有效
.

一
、

引 论

弹性静力学的基本方程可以分为三组
:

( i ) 用应力变量表示的平衡方程 ,

(i i) 用应变变量表示的协调方程
,

(i ii ) 表示应力应变关系的本构方程 ,

力和运动的边界条件可 以分别看作为平衡方程和协调方程的子集
。

弹性静力学各种变量的关系见图1 ,

其中 a‘表示微分算子
.

口,

作用在应力变量时给出平

衡方程
,

而 a
Z

作用在应变变量时给出协调方程
.

要得到精确解
,

必须满足平衡方程
,

协调方

程和本构方程
。

习惯上
,

我们可以引用一组连续的位移函数 。‘,

它们自动满足协调方程
‘
在这 种 情 况

下
,

我们一定要使本构方程明确满足
,

然后平衡方程变成用位移函数表示的一组方程
.

另一

办法是引用应力函数价
‘
来满足平衡方程

。

当然我们一定要使本构方程明确满足
,

然后协调方

程变成用应力函数诱
‘
表达的一组方程

。

这两种处理方法都必须使本构方程即应力应变关系明

确满足
.

从变分的观点看
,

用位移函数处理和最小位能原理有关
,

用应力函数处理则和最小余能

原理有关
.

把计算所用函数的容许条件放松
,

就能推广这些变分原理
,

导出一些混合变分原

理
,

如 H e llin g e r 一
R e iss n e r

原理和 H u 一

W
a sh iz 。 原理

〔‘“ 2 ’.

在这些古典的变分表达式中
,

一定弓!用这种和那种位能
.

在决定这类标量的位能函数中
,

我们要求它明确满足本构方程或

.
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a i微分算子

圈 1 变, 间的关系

声应力函数

应力应变关系
.

所以
,

在一切古典的弹性静力学的变分原理中
,

本构方程都必须明确地满足

白勺‘)
。

有趣的是导出变分泛函
,

其计算函数既满足平衡方程
,

也同时满足协调条件
‘““ 6 ’.

在这

类泛函中
,

近似计算的误差放在本构方程中
。

这样的处理
,

至少对于计算要求而言
,

是很有

趣的
.

在(i )
,

(i i)
,

(ii i) 三组方程中
,

前两组是数学属性的
,

所以要求 严 格 满 足
.

相反
,

(ii i) 组方程是物理属性的
,

只要求近似满足
.

至少只要求满足到实验测定材料模 量 的 精 确

度
.

所以
,

如果把计算误差放在本来就是近似的方程上
,

比把它放在精确的方程上
,

更合于

逻辑
.

进一步讲
,

从计算观点看
,

把计算函数
,

首先明确满足微分方程 (即平衡方程和协调

方程 )
,

然后近似地满足代数的本构方程
,

比较合理
.

我们在下文将导出一种泛函
,

其本构

方程是用最小二乘方使它得到总体满足的
.

在这个泛函中
,

计算函数的导数的阶数比最小位

能原理和最小余能原 理的泛函中的导数阶数要低
.

这一点对导出有限元模型是十分重要 的
.

为了说明
·

这种泛函的应用情况
,

本文求解了简支方板在均布载荷下的大挠度分析
,

并将

其结果和文献已知结果
〔2 ’。” ‘

进行了比较
.

我们进一步研究了板的屈 曲分析
.

通过 , 个简单的例子证明
,

泛函的极俏味卜算给出了互

不祸合的特微值方程
,

这些特微值方程是分别从属于最小位能和最小余能泛函导出的
.

l) 在H u 一W as hi : u原理中
,

在决定应变能密度函数 月(e : : ,

勺
, , .

⋯

过
,

在极值条件下
,

在拉氏乘子 a
: 二 ,

a ”
,

⋯和月间得到像

必须要求真正的应力分量等于有关的拉氏乘子
.

aA
_ _ 一 一 a

含 含

苦 公

)时
,

要求明确满足本构方程
.

不

}二 。等关系式
,

但求得它们 时
,

在 H e一lio g e r 一 R e is s n e : 原理中
,

在决定余能密度函数B (a
; , ,

’

。, , ,

⋯ )时
,

要求明确满足本构方程
.

不

过在极值条件下
,

在拉氏乘子 。; : , 。。

, _ , 、

一
, 二 , .,,

、
l a刀

、

、
_

一 让
_

, 、

’

“ 个目。 l刊得 王l】1累 l
一万石,

一 , 君, , 尹= U 寺 毖二系两
\ 妙 . 雷留

在求得它们时
,

必须

要求真正的应变分量等于有关的拉氏乘子
.
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二
、

基 本 方 程

非线性板的理论 的基本方程可以写为

应变
,

曲率
一

位移关系

l
扩 ‘ ·

思 “ , ·

十 2 阴
,

‘ K
‘ ’

一’
,

二

)
l

_ _

己, , = v , , 十 2 田
,

‘ ,

2￡
二 r = “ , , + v , 二

+ 叨
, 二

田
, r J

(2
.

1 )
K , , “ 阴

, , ,

K
: , = w , : r

2
.

平衡方程

N
: , , 二 一

干N
:

川= o ,

N
: , , , + N

r

川” 0

M
, : , , ,

+ ZM
: , , : ,

十M
r

川
, + N

, ,

阴
, : ,

+ N r , 田
, , , + ZN

, , 阴
, 二 , “一 乡

} (2
.

2 )

3
.

本构方程

N
二 :

= C (￡
二 ,

+ v 。一r )
,

刃
, r = C (。 , , + , 。二 :

)
,

N
二, 二C (1 一 v )。

二 , ,

M
。二

二一 D (K
: :

+ v
K

, r )

M
, ,

“一 D (K , , + vK
二 ,

)

M
: ,

= 一 D (i 一 , )K
, ,

(2
.

3 )

4
.

协调方程

K
, , , :

一 K
: , , , “ o ,

K
二 , , ,

一K
二 , , :

二 o

。: : , , ,
一 2 。

: , , , ,
+ 。, , , : :

+ K
二 :

翻
, , ,
一 ZK

: ,叨
, : ;

+ K , ,叨
, 二 :

十 叨
2 , : , 一叨

, : 二

切
, , , 二 o { (2

.

4 )

其中

C二
E h

1 一 v Z D 兰
E h3

1 2 (l一 v “

)

各种符号都是常用的符号
。

现在我们考虑边 界条件
.

如果在某部份板的边界上
,

运动条件是已给的
,

则这部份边 界

用S
。

表示 ; 在其余边界上
,

外力已给
,

则这部份边界用S
。

表示
.

于是板的边界条件可以写出

如下
:

在su上

“二 。,

~
公, 叨二勿

, 叨
, 。
二叨

, 。

(2
.

5 )

在 S
,

上

刃
, ,

二刀
, , ,

万
。 ‘
二夕

。 ‘,
犷

,

二夕
, ,

M
, .

二刃
, 。 _

(2
.

6 )

其中 V
。

为有效剪力
,

它是
; -

犷
二

二M
。 。, 。

+ M
。 . , 。

+ M
, , , 。

+ 动
, 。

N
, ,

一

+ 切
, ‘

N
。 ,

在角点上
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。 {
“十 _ 口

‘“ . ’

}a
-
一“

” (2
.

7 )

其中H
。

为角点所受外力
.

_

!: 述方程的详细推导和有关的根本假定见〔1
, 7 , 8」

.

从 仁述方程和条件
,

我们将 建 立

一种混合变分原理
.

三
、

混 合 变 分 表 达 式

在这个变分式中
,

·

由于采用了运动条件(2
.

1 )
,

协调条件 (2
.

4 )式是满足的
.

而平衡方程

(2
.

2) 是通过下列应力函数来满足的
。

N
二 :

= 叻
, , , ,

N
, ,

== 沪
, : : ,

N
: , 二一功

, : ,
(3

.

1 )

而

M
: :

= 厂
, , 一切沪

, , , 一口

M
, , = U

, 二

一。沪
, : :

一虑

{ (3
.

2 )
M

· ,

一 ;
(U

, , + 犷
, ·

, + “
,

一

其中我们假定万是由势函数口给出的

歹== 虑
, : :

+ 磨
, , , (3

.

3 )

函数功是 A iry 应力函数
,

而U 及犷是 S o ut hw el l 应力函数
‘。’.

现在让我们 引进尸种泛 函数
,

它在总体上由加权最小二乘方的意 义 上 满 足 本 构 方 程

(2
.

3)
二

这个泛函可以写成

二 (、
,

,
,

、
, : )一 王{〔{

。} , {、} + {n } T {e }〕、,

‘ J A

(3
.

4 )

其中各剩余矩阵量是由下式定义的

f M 二 ) 】
{优卜 } M

, ,

}
+ D }

LZM
: , ) 气

0

0

2 (1 一 v )

)扩K
二
1

!}尤
, ,

}
人兀

: , 夕

三 {M }
’

+ D 〔C〕{K }

0 0

、
.

J阴..
1公甘..口劣口�台巴召召了

....‘.k、、,.月..日.....吧.,‘厂V1.工n1土VO甲了..匆
“

l
C

一

�

、介......了
」

N
: 二

N r ,

ZN
: ,

0

0

2 ( 1 一 v )

二 {N }一 C [ C〕{。} ( 3
.

5 )

../已....几

一一
、r

n
、‘

.

、、}一六
〔C :

一 ’‘m ‘
,

‘“,

刀 (M
,

N
,

K
,

力的显式为

1
= 亡

[C〕
一诬

{
n }

。
, , , 、 :

。
、

1 ff f
, , 、上。 , 丈v ,

八
, “, 二 Z JJ飞

1

D ( 1 一 , 2

)
[ M孟

:
一 ZvM

: :

M , , + M委,

+ 2 (‘+ · ) M‘
,

〕+
一

。、i兰
二, ) 一 [N ,一 2·N : ·“ , , + N ; ,

+ 2 ( i + v )N 孟, 〕+ 2【M
, ,

K
, ,

+ M , ,
K

r ,

+ z材
一,

K
, , 」一 2 [N

, , , , :

+ N , , 勺 , + ZN
, , e r ,

〕
,

+ D [K 二
.

+ Zv
K

, .

K
, , + K 孟

, + 2 ( z 一 v ) K 二
,
〕
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+ C [。二
:

+ Zv o . : 。, , + 。备, + 2 (l一 v )。二, ) }d 二d梦
·

(3
.

6 )

在利用了(3
.

1 )
,

(3
.

2) 式的应力函数定义
,

和 (2
.

1) 式的应变曲率和位移关系以后
,

我们 可

以把刀用平衡应力合量和可协调的位移来表示
。

H (U
,

V
,

功
, 。 , v , 切 )的极值条件为

1

D (1一 v 么)
(M

r , 一 v
M

: ,

)
,

一 (i + v )M
: , , , ]” o (3

.

7 )

1

力硬丁二石万
[ (M

:
‘一vM

, , )
, , 一 (1 + v )M

。 , , 二

〕‘ 0 (3
.

8 )

柑扩

占功
:

1

D (l一 v Z

)
[ (功M

: ,

一 v功M
r , )

, , , + (叨M
, , 一 , 朋材

, 二

)
, : 二

一 2 (1 + v ) (w M
, , )

, : , 〕+
1

C (1 一 v Z

)
[ (N

, 二

一 vN r , )
, , ,

占“
.

d y
.

d 叨
.

+ (N , , 一 vN
‘:

)
. 二 ,

一 2 (l + v )N
: , , : ,

〕

一 tD
, : :

叨
, , , + 叨

,

孟, , 0

C [ (e , :

+ v 。, , )
, :

+ (1 一 v )。
: , , , ] == 0

C「(e , , + , 。二 二)
, , + (1 一 v )。

, , , :

〕== 0

D [K
二 ,

+ vK ,

小
, ,

+ D (尤
, , + v

K
: :

)
, , , + ZD (1 一 , )K

: , , : ,

1
, , 二 , , , 、 、 , , , , , , ‘ 、 、 ,

一布一
一

~
{ (M

: ,

一 v

M
一,

)N
: :

+ (M
一,
一 v

M
, :

)N
, r

D (1 一 v Z )
l “‘“ 二

(3
.

9 )

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

+ 2 (i + v )M
. , 刀

: r }一 (N
: , 切 , , :

+ N , , w , , , + ZN
二一叨

, 二 , ) :

一C (。
, :

+ v 。, , )田
, 二 ,

一 C (君, , + v e : :

)阴
, , , 一 2 (l一 v )C e二 , 田 , , , + p 二o (5

.

1 2 )

在利用了 (3
.

1 )
,

(3
.

2) 式
,

并用 (2
.

1) 式把应变和曲率用位移孙
, 。 和 切表示以后

,

上式各式

(3. 7) 一 (3
·

1 1 ) 式的力和弯矩可以用应 力 函 数 人 U
,
厂 以及位移 , 表

’

示
.

因此
,

(3
.

7) 一

(3
.

n )是本文所用的方程式
,

它们是由U
,
犷

,

功
,

·

“ , v , 切 来表示的
.

这里必须指出
,

这六

个方程代表本构方程所导入的计算误差
.

如果本构方程 (2
.

3) 能够明确满足
,

则这六个 方 程

就代表协调方程 (2
.

4) 式和平衡方程(2
.

3) 式
。

我们现在试 以一简单例题来说明本法的应用和 巳知结果相 比较
。

设有一矩形板
,

尺寸为
“和b

,

在 四边简支
.

对H 的有关变量
,

我们取下列容许函数
:

、weleseseses人‘llf.lra少2万劣
“= u , s ln 一

万一

_

二 2兀夕
v = t, ‘s‘n

‘

一万

r 了 , r
介戈

口 == LJ I C O S

a

价
一合

一

厂= 犷
, s in 畔

一 c 。 s

犁a 口

y
�尹汀{之n

.门几

S

( 3
.

1 3 )
, 一 , !

sin
一

竿
一

sin
一

譬
一 ‘一或介

卜孙
in

等siu 子
_

兀劣
一- 一 5 I n
a

叮y

吞

这里应指出‘
、

上述各函数都满足板四边的边界条件
.

为了简化井易于和已知蜻
_

( 3
.

6) 的泛函中
,

我们将取
。二b = 1 , , = 0

.

31 , .

这个泛函的极刁父条禅给出了 决
泉珍乡娜

幼
‘

定 U : ,

犷 : , “

l) 所以代数运算
,

我们采用了名为MA C S Y MA 的计算程序
.
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叭
,
叭

,

功
: ,

和 , ; 的六个联立方程
,
在这些方程中

,

除拟,
外

,

其它参数都是线性的
.

因此
,

我们可以消去其它线性参数
,

得到一个叭的非线性方程
·

‘

h梦
2

(5
.

4 4h
3
+ 1 2

.

3 4 7 t”,
一 , l)叨

,

+ h
3
E 仁一 7

, .

8 9 5田 ,

(E h3切 }
.

+ 2 2
.

2 1。
,
口

,

)
·

(1 4
.

0 6八
吕
+ 1 8

.

2 7脚{)
一 ’+ 2 9

.

7 1口
;

〕

一 5 7
.

6 7愿
、(E 八3田 { + 2 2

.

2 1。
;

磊
; ) (i 4

.

o 6h
3 + 1 5

.

2 7功呈)
一 ’

‘

+ 7 2
.

1 3 , : (万h, , 全+ 2 2
.

2 1叨 ,

磨
: )

,

(1 4
.

0 6h
,
+ 1 8

.

2 7 , : )
一 2

= o
‘

、

(3
.

1 4 )

应注意
,

(3
.

14 )式中的系数是有量纲的
.

如取h‘ 0
.

1 ,

数值计算结出的功
王
见图 2

.

为了比较
,

L er y〔“ , ,
D o n n e ll‘”和T a ba全r o k

一
D o st‘“’的结果也见图 2

.

0
.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8 1
.

0

, . 2 方板的树向位移

L er y 应用卡门方程
,

在求解时
,

采用了很多项的级数一般都把他的结果当作精确解
,

这对一般实用问题讲是足够的
.

相应
,

D O n
ne n 只在各个变量的级数中保留首项

,

所以
,

结

果也比较简单
.

从图 2 可 以看到
,

各种结果大体一致
.

如果 我们想求内力
,

原则上我们可以从 山 、, 、“ , ,
叭

一

来计算这些内力量
.

但这样计算所得

的内力
,

是违反平衡方栓的
.

当然
,

从本文的推导看
,

我们可以从应力函 数 U
,
犷

,

功和位

移‘来计攀内力
,

雄样计算所得内力满足平衡方程
·

这样计算所得的两举内力之差就代表 本
会

构方程的诉似满厄中所引起帅误着
,

.
’

_

一 ‘ +

一
二

·

:
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四
、

板 的 线 性 稳 定

为了求得板的稳定条件
,

我们设在初始平衡位置的附近另有某一平衡位置
.

一问题
,

我们把位移
、

弯矩
、

和板面的内力分成两部份
,

即 ;

{u }二 {粼}
。
+ {。} , , 切“叨

。
+ 田

,
·

{N }二 {N 圣
。
+ {N } : ,

{M}二 {M }
。
+ {M }

:
’

其中{“}
。

和功
。

代表初始位置下的有关位移
,

而 {好 : , 。 :
代表增加 的 位 移

.

王N }
。,

初始位置下的板面内的内力和弯矩
,

而{N }
: ,

{M } ,
表示增加的有关内力和弯矩

.

把(4
.

lb) 和 (4
.

2) 代入平衡方程 (2
.

2)
,

消去非线性项
,

我们得

为了处理这

(4
.

la ,

b )

(4
.

2)

笼M }
。

代表

双
: , : , :

+ N : :

川二 0
,

N : : , , 二

+ N , r , , , “ 0

M
: 二 : , 二 :

+ ZM
, : , , , , + M

; , , , , , 一S : 二 , :

一S : , , , = o } (4
.

3 )

这里我们假定 叨 。 , : , 。 。 , ,
很小

,

可以略去
,

而且初始内力{N }。和初始弯矩王M }。是 自我平衡

的
。

也即是

N
。: : , :

+ N
。: 一 , :

二O N
。二 , , 二

+ N o , , , , == o

M
。: : , :

+ ZM
。 :

川
一+ M

。 ,

川
, = 一梦 } (4

.

4 )

其中
‘

S x 二 == 一N o , , tD , , ,

一 N o : 一功 1 , r

S : 一= 一 N o . , w 、, :

一N
。, 一w : , 一 (4

.

5 )

我们应看到S
; :

和 S ; ,
都是力的量

,

我们可以说
,

越出平面的平衡方程完全可以用力的量来表

示
.

这样做时
,

我们必须顾到 (4
.

5) 式中又
: ,

S : , 和 叨 : , : , 。 ; , .
之间的关系

.

因此
,

这些方

程建立了力和运动变量之间的关系
,

我们也可以把(4
.

5) 式看作为一组新的人为的本构方程
.

通过这样处理
,

我们将在 (4
.

1 3) 式的泛函中得到几组解除了藕合的基本方程
,

这里也应该指

出
,

S tu m p f 在处理板的大变形分析【1。」的余能原理时
,

也用相似的办法
.

用 (4
.

1) 式和 (4
.

2) 式
,

略去非线性项
,

刀可以写成
:

汀二 H o + 17
1 + 刀

2
一

(4
.

6 )

其中

二
。

一蚤{
, 〔、m }百玉K ‘

。+ ‘”“‘
·‘

。

, d A
(4

.

7)

H l二 ;
一

{
, 〔、m }百‘K , 玉+ ‘fn , f‘K ‘

。
+ ‘·, 百‘

· , 1
.

+ ‘·‘f‘
·, 。〕d A

;{
‘〔、。, : {K ,

!
+ ‘·‘f‘

· , ! +
1

‘, ‘r‘。‘
’

! , ‘A
.

(4
.

8)

(4
.

9 )

而且

{p }
,
二 {S }

,
+ [ N 」。{。}

, ,

{q }
,
二「N 〕J

‘

{P} (4
.

IQ)

毛S }f== [S ; ,

S : , 」
,

笼。}f== [。 ; , , 。, , ,

1) 数下为简便起见省略符号l.
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o : :

N
o : ,

o 二r N
。, ,

斯 特 塔 巴 洛 克

rN
r, 〕

。
== L万 〕 (4

.

1 1 )

由于在初始平衡位置上
,

本构方程是满足的
,

所以占汀
“

二 d刀
‘
二 0 ,

而刀
2

的变分极值给出

占刀
“
= 0 (4

.

12 )

这就是板的稳定计算的变分原理
.

刀
2

的显式表达式为”

。
,

l r「f l
,

介
, 。

_ _

: ,

尸
一

= 2 JJ飞
一

灰1石)万 L‘附 ‘’一乙州以
‘“以 ”十

.

jyl ‘

+ 2 (1 + , )M , ,
〕+

_一

。(、坏了「N ,一 2 ·N 二N , , + N ‘,

+ 2 (l + v )N 二, ] + 2 [M
: 二

K
, :

+ M
, , K , ,

+ ZM
: , K

, , 〕一 2〔N
, : 。二 :

+ N , , e , , + ZN
, , 。二 , 〕

+ 。[ K 孟
:

+ ZvK
: 一

K , , + K 番, + 2(1 一 , )K 县, 〕
·

+ C〔。孟
:

+ Zv 。 : : 。, , + 。丢
,
+ 2 (1 一 v )“二, 」

+
一

呱
N :

1

, 一N 二, ,
[ S孟N ; , 一 2 5

:

S , N 吕, + S 丢刀昙

+ 2 [S
。。

, ,

+ S r。
, , 〕+ 〔N 二

, 。
,

二+ ZN 二,。
, :

。
, 二

+ N 吕
, 。

,

二」}J劣J梦 (4
.

13 )

其中
。: , 一。 , · , · , , 一。 , , , 。· , 一

;
(。

, , + 。
, ·

)

K
: :

= 口
, : : ,

K
一, = 留

, : :

K
: , = 口

‘

, : r }
(4

.

1 4)

、,声、/ .�公n勺
J.几,工,

:

现在让我们研究简支矩形板的经典屈曲问题
,

在这种情况下
:

N o, ,

二一N
,

N
。r

一N
。: , = o

方程 ( 4
.

3) 这个平衡方程当

N
: :

二N
, ,

= N
二,

= 0

时是完全满足的
.

而且

M
· ,
一F

, , +

1
5

·

d x ,

M
, , 一U

,

一 ZM

一
U

, , 一 犷
, ·

( 4

( 4

( 4
.

1 7 )

我们取

切== 切 ls in 久劣s in 拼夕

U 二U x e o s几劣s三n 拌g

犷= 犷一s in 几戈e o s拼y

5 .
= S le o s几劣s in 拼y

( 4
.

1 8 )

其中

, = 塑丝
‘

,
。=
琴a

一

叼
(m ,

沁
1 , 2 ,

⋯ )

我们这里指出
,

(4
,

1 8) 满足所有边界条件
,
在用了这些函数后

,

捷函(4:
.

13 ) 可以写成
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。
,

1
J , “ 二二二一芬不, 二它一 一 ~

一
.

. 又一

刀 (1 一 梦一

) {t
一

份
一

叫
’

+ 2vA “ !

t
一

扮
一、

!

」
+

二
1 + v

十 - 一
- 蕊一一

,

名

《刃
: + ‘

! , “

}
+ D( ” + 户 , 卜加, 一川域 (4

.

19 )

刀 ,的极值条件为

nU

l卜-.广|少叭价又叭
�

l卜卜!,leswe卜seL
‘

111||尸

护

1 + 夕

人一

十 一一‘ -

艺

·

1 一 V

2
如

1 + v : : 拌
拜 宁 一厄

、 一 几 一 又 ( 4
.

2 0 )

1

飞
么

D ( 1 一 v Z
)

N

对称 D (护 + 拌今
“一

这是N 的特微值问题
.

了藕合
,

亦即
,

有

这里必须指 出
,

’

, , 的特微方程扩和 u
, ,
犷; ,

s ,
的特微方程尧全解除

〔D (几2 + M
么

) “一几
Z
N 〕切, = o ( 4

.

2 1 )

nU

一一

飞l....lweee卫认玖又rl!!!卜.!IL、....‘lJl....J

凡

穿
、

一

宁
一

彻

八粤
”

一拜 ( 4
.

2 2 )

l一
D ( 1一 , 念)

一

N

+称护对
rL.十...乍.Ies.L

(4
,

21 )
.

式 ,
一

(4
.

22 )式给出相同屈曲载荷
,

这是因为我们采用了精确的容许函数
。

(几么+ 拼么) “ ( 4
.

2 3 )
1护

一一一

(4
.

21 ) 式和最小位能原理的结果有关
,

而 (4
.

2 2) 式则和余能原理的特微值问题的结果有关
,

它和文 r Z 〕所得的结果相同
.

如果我们不用精确解作为容许函数
,

则上述推导将给出两个不同的屈曲载荷
,

一个相当

于最小位能原理
,

另一相当于最小余能原理
.

我们可以证明
,

这两个近似的屈曲载荷都修于
精确特征值

.

其中有一个更接近于精确值
,

究竟哪一个接近
,

取决于所取容许币数和边界条

件
。

五
、

结 论

本文建立了适用于板的大变形分析的混合变分泛函
。

在这个变分泛函中
,

本构方程是在

最小二乘方的意义上整体地满足的
,

而平衡方程是通过应力函数的引用得到完全满足
,

协调

方程则使用连续位移也得到满足
.

泛函的极值条件给出一组用应力函数和位移来表示的方程

组
,

它代表本构方程所引起的近似误差
.

如果本构方程得到明确满足
,

这些方程归化为平衡

方程和协调方程
.
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由于在这个泛函中
,

平衡的应力函数是组成基本变量的组成部份
,

所以
,

它的计算结果

应该比常用的用微分近似位移场求得的不平衡的应力
.

函数要精确得多
.

」

。

本法通过方板大挠度分析作为实例来说明其优越性
,

其结果也和文献上已知的结果进行
对比

,

它们是互相一致的 ;
” ;

”
几 “

‘

本文第二部份
,

用板的稳定分析进行了验证
.

通过使在初始平衡位置附近的 泛函线 性

化
,

我们得到板的稳定的变分结果
。

离开平面的平衡方程所含有的侧向位移
,

通过引进一组

新的力场而消除掉了
,

「

为了引进这个新的力场
,

我们在泛函中增加了一组
“

人为的
”

本构方

程
。

在引用了这个新的力场以后
,

我们求得了用应力函数和侧向位移表示的解除了祸合的特
.

征值方程
.

我们得到 了两组特征值方程
,

一组相当于最小位能原理所得的方程
,

另一组相当

于最小余能原理所得的方程
.

如果我们使用精确的容许函数
,

这两组特征值是相同的
.

这种

解除藕合的特性
,

是本法的主要贡献
.

对于那些没有精确的容许函数的载荷和边界条件
,

我们的泛函给出两种不同的近似屈曲

载荷和屈 曲形式
,

它们分别相当于
郧

位能原理和最小余能原理鲍解
〔‘’·

W a sh iz u ,

K
.
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,
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