
应用数学和力学
,

第10 卷第 7 期(1 9 8 9年 7 月 )

A PPlie d M a th e m a t ie s a n d M e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

Ung ar 微分变换在弹性动力学中的一个应用
‘

胡 德 绥

(成都地质学院
,

1 9 8 7年 12 月 25 日收到)

摘 要

近些年来
,

在求解弹性波方面的一些问题时
,

许多著者 都应 用 了 C a g ni ar d一de H Oo p 方

法
仁, , 〔f .

但是
,

在使用该法时
,

定要进行一些比较复杂的改变积分路径的工作
.

A
.

U o g ar 所提

出的一种微分变换〔3‘ “可以避免这种困难
.

本文应用U n g 盯微分变换来求解 L a m b问题川
〔2 ,的一

情形
.

A
.

U n ga
r
所定义的微分变换T 仁“一。’

可表述为
:

设f (尤 , 幻 是礴以的解析函数
,

则函数

户f(x ;
幻

e x p 〔一
s价〕的微分变换T 为

T {: ,

f (尤 ; 之) e x p 〔一 ; 产〕}二。r {f (尤 ; 凡补)人
朴} (。= 0

,

i
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2
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⋯ ) (1
.
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其中

( 1 )
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( 4 )

( 5 )

x (x , ,

凡
,
劣3

)表三维空间中的点
,

而几及 t是参数 ;

产= 产(即 ;
幻是 x 及久的解析函数

,

且口t勺以手O ;

t, (劣 ;‘

沪(x ; t))! t ,

泄 (义 ; t‘ (尤 ; 几))二凡
;

“是表达微分运算的符号
,

视为变量
,

D < ‘< “ ;

护 = 口
‘

泄
,

创 表示对t的 n
阶微分算子

.

为了揭示以上所定义的微分变 换 T 与 L “ p l“““变换之间的联系
,
可使用 。}

。

以 来代

替 T
,

O 是个待定的算子
.

要确定 Q
,

可考虑式 (1
,

1) 在 n = O的情形
:

f (常 , 久,
》久

. o r {f (韶 , 兄) e x p卜
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一
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根据 L a p la o e
变换及其逆变换的定义

,

显然算子O应为L a p la o e
逆变换算子L

一 ‘,

即

7
,

、 }一L 一

丁了
、 }d“

(1
.

2 )

现在应用 A
.

U ng
“ r
所定义的微分变换T 来解L a m b问题的以下情形

.

设有一个均匀
、

各向同性的弹性半空间
,

原来处于静止
,

而于t = 0时刻在其平界面的一

直线上受到沿直线分布的脉冲载荷尸占(t )的作用
,

其中尸为常数
.

若选坐标系如图1, 则此问题是一个二维反平面运动
「

(a nt ip la ne m ot io n) 问题 “ ’.

弹性

体中的位移
。1二 。: = o ,

而
u 3

= 切= 功 (x
1 ,
二2 ,

t)
,

对应的定解阿题为
:

口忍切
.

口物
。

口2即

而贾十而委= “三万产

: : ,

1
, 2 。 。= 一周 (二 : )占(t)

(一“< x : < oo ; 从> 。; t> 0)
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口切
,

叫
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= 一砰
一

It-
。

= 0 (一加 < % : < OO ; 碗> 0)

li m w = 0
, r = 斌刃不妥圣 (一。东二 , < “ ; x Z > 0 ; t> 0 )

,
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.

‘ 2 ,
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.

使用关于、1
的F O U ·‘。·变换‘ (‘

,
x Z ,

‘)‘

于:OO
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!
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变换。 (气
,

介
, ·)一
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山 (气

,
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,

t)e
X p〔一川dt

,

则以上定解
丽

就变
。
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方程式 (2
.

1) 的解为

债 (蜜
,

% 2 , : )二 A (省
, ; ) e x p [一 、/ 占

2
+ : 至; 么% 2

〕
-

:刁
一

B (雪
,

s) ex P[ 斌 扩十此扩
4

(2
.

5)

斌梦下式
。“ 的支点为 雪“ 士f凡“

,

在 雪平而内引适当 的支割 线后
,

我们 讨 论 在 占平 面
_

上

R e
材扩十

: 呈。
2

) o的单值分支
.

对于这个单值分支
·

欲让式 (2
.

5) 所表示时 窃在义 :

> o内能满

足式 (2
.

3)
,

则必B馆
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.
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,
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〕
. 、

(2
.

6 )

通过式 (2
.

4)
,

把式 (2
、

6) 代入式(2
.

2)
,

得
’

尸
A (舀

,

幻‘ 拼
1

甲占
“十 s 孟: “ (2

.

7 )

再把 式(2 .7 )代入式 (2
.

6)
,

、

者(首
,
戈 : , S )二

即得

尸 1

拼 斌 梦千
; 里砂

ex p 乙一 以 梦十仪扣
“
二

:

〕
。

(2
.

8 )

由此 对式 (2
.

8) 施行F o
ur ie r

逆变换及 L a p ! a c e
逆变换就可把原定解问题的解表示为

却
:

(x
, , , : , ,

t, 一 4

刘嚣 !几犷
不

气霭护热
」

谕
一。

: + st 」、。
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.

公)

往下
,

我们使用U n
兹ar 微分变换7’以简捷地得出切 (二 , ,

凡
,

t)
.

为此
,

把式(2. 的写为
, _ ,

「比 1 尸 1
. , , ,

二

—
二一 ,

功 叹气
,
戈 : ,

砂 沈儿
一

‘

l 一六石
‘

二万
一

而 下万及
-

几 e X p L一气丫 犷十否要护 碗十烤气 , Ja自 气2
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1 1 )

在上式最后 , 个等式中使用了式(1
·

2)
.

对于式 (2
.

1 1) 右端中的第一个微分变换
,

由于
一

“’“
; f) 一
介双

一

严二‘: r Z 一 ‘

异
‘

,

几补 (x ; t)“

则根据式 (1
.

1 )。二 O的情形就得

碱红刃 :t) 二斌 沪十 。受
口犷 澎 矛2

一s受r 艺

叹、六
、、二 p

卜、。
‘: 二2 + ‘“

正
, , }

一、八 , (2
.

1 2 )

对于式 (2
.

1 1) 右端中的第二个微分变换
,

用类似的做法也可得

一 p。一(、。
祝

一

、一 ‘“二
1

)〕
·

}
- 1

扩 沪二云护
(2

,

1 3 )

J

‘2!、

T

把式 (2
.

1 2 )及 (2
,

1 3 )代入式 (2
.

1 1 )
,

于是
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1
功伏1’凡

, r) =
一

兀
拼 杯 矛2

一 : 孟r Z (t> s : r ) (2
.

1 4 )

德1胡尸

原定解问题的解 (2
.

1 4 )与【7〕中的一致
.

由于以上使用了A
.

U ng ar 所提出的微分变换
,

从而避免了 C ag ni ar d
一

de H 。。p 方法中所需的较复杂的改变积分路径的工作
,

大大简化了

求解过程
。

.
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