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摘 要

本文利用椭圆型偏微分方程所满足的最大最小值原理研究有限分析方法
,

证明了数值求解对

流扩散方程有限分析方法的稳定性与收敛性
,

顺便指出了前人理论中的错误
�

一
、

引 言

�
�

�
�

� �� �� ”
, 〔� ’, 〔� ’提出的有限分析法是数值求解对流扩散方程的一种数值 方 法

,

已

被广泛应用于工业与环境中的各种流动和传热问题
�

有限分析法 �简称 � � � � 与其它数值

方法的区别在于
,

它将局部解析解引入线性或非线性微分方程的数值解中
。

按照这一方法
,

先将求解区域剖分为若干小的子区域
,

即使原来的控制方程是非线性的
,

也可以在每个小的

子区域上线性化
,

从而求得局部分析解
,

它们将解在每一结点上的值与相邻结点上的值以代

数方程的形式联系起来
�

求解代数方程组
,

从而得出原问题的数值解
。

有限分析解有两个突出的特点
�

第一
,

解在每一 结点的值与相邻结点值之间的相互关系

是由分析解给出的
,

因此对流下游的极化及对流输运方法的迎风效应均可由分析解本身自动

地体现出来
�

第二
,

有些分析解通常是非常稳定和精确的
,

然而这些数值上的特征尚未得到

理论上的严格论证
�

� � � � � �� ��
一

�� � 与 �� �
� �〔

� ’
试图证明其稳定性与收敛性

,

遗憾的是未

获成功
�

本文利用微分方程的极值原理证明了有限分析法的稳定性与收敛性
�

二
、

有 限 分 析 方 法

有限分析法中
,

将微分方程的求解区域分解为若干小的长方形区域
�

每一个内点� ��
,

�� 由

四个长方形所包围
,

从而构成一个子区域
,

其八个边 界结点的名称和标号分别为�� �‘� �
,

��
,

加心“一 �
,

��
, �� ��

,

�一 � �
, � � ��

,

�� 江�
, ”� “� �

,

�� ��
,

蒯 ��一 �
,

� � � �
, �� ��� �

,

�一 ��

和 �叨��一 �
,

�一 �� �见图 ��
。

� 被剖分后
,

在每个子区域上均可求得分析解
�

�

苏慢城推荐
�
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考虑定常对流扩散方程所构成的边值问题
�
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‘
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��

其中日刀为矩形刀的边 界
。

为了建立方程 ��
�

�� 的有限分析格式
,

我们

将方程��
�

�� 在子区域 � 上线性化为常系数的对

流扩散方程
�

‘‘��厂�
‘一夕口一口

�
彗扩�

�

。
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,
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�
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�
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�

及
、一

袋
�

鲁
一 �“
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�
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功
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用边界上结点处函

数值 雪
。。 。 ,

氛
, 。 ,

…
,

氛。 。

构造边界条件
,

如二次多项式边界函数
,

分段 指 数 常数型边界函

数
,

那么就可 以得到方程 ��
�

�� 的有限分析格式
�

占, ,
� � 。 。

雪, , 。
� � 。。雪、

, 。 � � � � 蜜、
, 。
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( 2

.

1 1 )

将 吏灸戈(去
.
4) 茂、方基(2

.t l)
,

便 可得到对流扩散方程(念
.
1) 的有限分析格式

.
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君,
=

c , 。
·

雪
。 。

+
e 。 ,

·

雪
, 。

+ ‘
a。 ·

占
, 。

+
e , ,

·

雪
a。

+
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·

雪
。 。

+
c , 。

占
:。

+
c 。。

·

睿
e。

+
c 。 。

·

雪。 + Cj
·

f

,

其中‘
。 ,

几 , ,

…
,

c, 为有限分析系数
,

它取决于所构造的边界条件
,

其表达 式不同
,

详细的有限分析系数表达式见文献【1〕
,

〔2〕
,

【3]
,

【6〕
.

现在让我们考虑非定常的对流扩散方程
:

(2
.
1 2)

对于不同的边界条件
,

箭
+扮 一

歇
+
嚼一(器

+
粼
+‘

(2
.
13)

为了建立它的有限分析格式
,

我们将非定常项差分处理
,

于是得到方程
:

.
口名右
.+’ _ ,

a 右
.+ 1 _

十 一一5 万顶- - 一 2刀
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,

。y
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0 劣

a 占
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.
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y
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d
.户

其中 知
”, 一

合
1g,

= 币
雪
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引入变换 尹
,

(
、

,

。) 一*
。
(
二

,

。) + 红华
,

于吉乃y)J
一入

J二 , 、 。 , , ” , , 。 “ ‘

” “
’

A 委+ B 二

可将方程(2
.
14) 化为L雪

。
= 0

.

显然方程 (2
.
1的在D 上的有限分析格式为

:

占二
+‘

=
c ” 。雪盆才

’
+

c
二 。占:志

’
+

c , 。

占君才
‘
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’

+
c
” 。
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c , 。
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’
+

c 。。 占忿才
’
+

c 。 。

占二屯
‘

1 /
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舀:
+’一君呈\
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·
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)v 、
J ’

△t /

将上式整理可得方程 (2
.
13) 的有限分析格式

:

鱿
+
任恤盆艺土里士左竺缪)士工亚之v) 叮

, 士男Z盛些
1+ c, /

v △t
( 2
.
1 5 )

其中有限分析系数表达 式与方程 (2
.
11) 中的相同

.

三
、

有限分析格式的稳定性与收敛性

对流扩散方程 (2
.
13) 的有限分析格 式(2

.
15 )是否稳定

、

收敛
,

完全取决于有 限 分 析 系

数‘
。 , c 。。 ,

…
,

c , 的 大小
.
下面我们应用微分方程的最大最小值原理研究有限分析格式的稳

定性
、

收敛性
。

定理 1〔‘’ 方程(2
.
5)L 氛= o的非常数解在 D 的内点上既不能达到最大值也不能达到最

小值
。

为了更进一步建立具体边 界条件下方程 (2
.
5) 的解所满足的最大最小值原理

,

我们引入

下列引理
。
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应用定理 1以及引理2可以象证明定理 2一样证 明定理3
.

定理 4 通过求解由方程 (2
.
5) 与边界条件 (3

,
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,
0 < (

c
, e , c 。 , ,

…
,

c o c

) <
1

( 3

.

1 6 )

证明 由于有限分析格式 (2
,

1 1) 是方程 (2
.
5) 在边界条件(3

.
1) ~ (3

.
4) 下的解在 P 点取

值所得的离散结点上函数值之
.
间关系式

,

所以根据定理2可知
:

m in (雪。
。。 ,

…
,

省、二
。

) ( 占
,
二 c

, 。
·

雪、
。 。

+ … + c
。。

占。
。。

+
c 。 。

省。。
。

《m
ax(占、

, 。 ,

…
,

占。。
。

) ( 3

.

1 7
)

当雪
。
(
二

,

夕)取常数解时
,

例如设睿
。
(
二

,

y)
= l

,

上式等号成立
,

所以可知
:

c , 。
+

c o tD
+ … + c。

。
一 1 (3

.
18 )

现在令 占
、。。二 l

,

而其余结点上君
。
(
% ,

川 值为零
,

显然是非常数解的情况
,

于是由定理 2

知 式(3
.
17) 取不等号

,

即
:

0< 占,
=

c ” e

<
1

( 3

.

1 9 )

同理
,

应用定理 2让省
* 在某一结点取值为1

,

而在其余结点上取值 。,

这样便可得到有限

分析系数都大于叼
、于1

,

即
:

0< (C
, e , c 。。 ,

…
,

c o e

) <
1

( 3

.

2 0 )

考虑到有限分析解占
。
(
劣

,

y) 在零边值条件下有
:

省,
=

c 了
·

f

,

取f
,

= 1
,

则由比较定理知言
, 一c了> 。

即
: .

c, > O (3
.

21 )

定理 5 通过求解由方程(2
.
5) 与边界条件 (3

.
6) ~ (3

.
9) 所构成的边值问题而得到的有

限分析格式(2
.
11 )

,

其有限分析系数
e。 。 ,

…
,

e 。。 ,
e ,
满足

:

1 ) c:。
+

e , 。
+ … + c。

。
= 1

( 3

.

2 2 )

2 )
c r

> 0
,

0 < (
e 。。 , c

。 。 ,

…
,

e 。。
) <

1 ( 3

.

2 3 )

可利用定理3及
c , 〔。〕的表达 式

,

按照定理4中同样的方法来证明定理 5
.

下面我们应用所得的结论证明有限分析格式(2
.
15) 的稳定性与收敛性

.

定理 6 以式(3
.
1) 一(3

.
4) 作边界条件

,

通过求解对流扩散方程(2
.
13 )在有限单元内线

性化方程(2
.
5) 而得到的有限分析格式(2

.
15) 是L co稳定的

.

证明 有限分析格式(2
.
15 )的误差方程为



助4 孙 毓 平 吴 江 航

+ ,
_

c ” 。。登七’ + … + c。
。 旦笠{土竺鱼Z些

一

1 + e,
/

v △t
(3
.
24 )

根据定理 4可知

}
。

罗
+’

.
/ (

c 。 。
+

c 。 。
+ … + c。

。

)

·

}

。移+ ‘
}
二. 二

+ ( c, /
v △t) }

。”

}
m

a x

l ;之、

—
一—

——
了
~
1 ;

-
一一 一一 一 一- 一

一
-一-一——

一
-

1
+

c r
/
v 。了

( 3
.
2 5 )

由P点的任意性立即可得
:

}
。” + ’

!
m
a x

《 }
。”

}

m a x

(
3

.

2 6 )

这说明格式L
.
稳定

.

定理 了 以式(3
.
6) ~ (3

.
9) 作边界条件

,

通过求解对流扩散方程(2
.
13 )在有限 单元内线

性化方程(2
.
5) 而得到的有限分析格式(2. 15 )是L

.
稳定的

。

和前面一样
,

可用定理5证明定理7
.

为了证明有限分析格式的收敛性
,

我们引入下列引理
:

引理 3 有限分析格式 (2
.
n )

‘几‘, ,

一音
‘。二氛

。
+ … + 、二知一l,) 一‘

,

( 3

.

2 7 )

与微分方程(2
.
1) 是相容的

。

证明 设氛 ,
,

妇为原问题的精确解
,

产
+了一0

、

占(劣
,

y
) = 蜜r

雪气二
,

梦)为其有限分析解
,

它们分别满足
:

(劣
,

y
) 〔D

(3
.
28 )

干石梦 + f
,

-

、

省份 (劣
,

y
) =

(
戈

,

y
) 〔口D

(x
,

y
) 〔刀

(3
.
29 )

省矛 (劣
,

y
) 〔a D

其中雪
二
为精确解在口D 上取值

,

纤为如前所述的近似边界条件 (如分段线性函数)
.

于是

(L 豹 ,
,

一 (L 搭)
,

= ( L 豹 , 一 (L
△省补 ) ,

+ ( L
△占朴 ) , 一 (L

△豹 ,

。‘
、 , 二 ‘ 、

1

= ‘乙△‘“
)

, 一“
△‘) ,

=
c r “ , 一‘石,

根据量级估计

舀, 一鱿=
o(h
3,

k
3

)

, c , 二O (h
Z ,

寿
“

)

知

(L君) , 一 (L
△雪) ,

=
o

( h
,

k )

即有限分析格式(2
.
11) 与微分方程(2

.
1) 相容

。

引理 4 有限分析格式 (2
.
15) 与对流扩散方程(2

.
13) 是相容的

.

定理 8 如果方程 (2
.
13 )是线性的

,

那么以式 (3
.
1) ~ (3

.
4) 作边 界条件

,

通过 求解对流

扩散方程(2
.
13 )在有限单元内常系数方程(2

.
5) 而得到的有限分析格式 (2

.
15) 是收敛的

.

证明 由引理4及定理 6可知有限分析格式(2
.
15 )与微分方程 (2

.
13) 是相容的

,

并且也稳

定
,
所以根据L ax 定理可知线性方程(2

.
13 )的有限分析格式 (2

.
15) 是收敛的

.

定理 9 如果方程 (2
.
13) 是线性的

,

那么以式 (3
.
6) ~ (3

.
9) 作边界条件

,
通过求解对流

扩散方程 (2
.
13) 在子区域D 内常系数方程 (2

.
5) 而得到的有限分析格式(2

.
15) 也是收敛的

.



数值求解对流扩散方程有限分析方法的稳定性与收敛性 603

四
、

结 论

以分段线性函数 (3
.
1) ~ (3

.
4) 作边界条件及 以分段指数常数 (3

.
6) ~ (3

.
9) 作边界条件而

得到的关于对流扩散方程(2
.
13) 的有限分析格式 是 L

。
稳定的 , 如果方程 (2

.
13) 是线性的

,

那么它也是收敛的
.
但是以二次多项式函数

〔“’及指数线性函数
〔“’
作边界条件所得的有限分析

格式
,

由于边界上函数值会小于或大于诸结点上函数值
,

从而不能保证有限分析系数都大于

零
,

致使有限分析系数出现负值
〔‘’, 〔3 ’,

所以不能得出文献〔5〕所指出的稳定性 与收敛性的结

论
。
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