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摘 要

本文研究了奇异摄动边值问题
:

叼
”“了(t

,
g

,

e)
,

封(。)“ 鉴(e)
,

城l) = 成习
,

其中e是一个正

小参数
。

在条件f
,
(o

,

g
,

o )》m 。

(> o )
,

f
,
(1

,

g
,

o )> fn 。和f
,
(t

,

封
, 。)》o之下

,

我们证明了解的存在

唯一性
,

并给出了解的一致有效渐近展开式
,

从而改进了已有的结果
.

引 言

、

考虑边值问题
。夕护

= f (t
, y

, 。) (1
.

1 )

y (0 ) = 宜(e)
, y (1 ) = 刀(巴)

·

(1
.

2 )

其中f(t
, 夕

, 。)
,

占(。)和 , (。)在日
, 0《 t簇 l

,

}g }< co
,

0《
e《刀 (刁是一正数)上是 ZN + 2 次连

缘可微的 (N 是一非负整数)
.

问题(1
.

1 ).. (1
.

2) 已为许多作者讨论过
〔‘一 6 ’.

但是在这些结果中仍有两个问题
.

第一
,

f
, (t

,

梦 , 。)在口上需有正下界 ; 第二
,

在 1 9 8 1年章国华 (K
.

W
.

Z han g) 指出过
:

解的导数丫(t
, : )

的渐近估计还未给出
.

而后
,

我国学者 (见〔6〕)曾经尝试解决这后一问题
.

然而
,

对犷(t
, 。)的

估计在整个区间上不是一致有效的
.

本文 给出了解y (t
,

力和它的导数犷(t
,

心的一致有效渐近

展开式
。

我们假设
:

·

( I ) 存在正数m 。,

使得在口上
, 斌

f
, (o

,

夕
,

o )》二
。,

f
, (i

,

,
,

o)》 。。 ,

f
, (t

,

, , e )》 o

( I ) 存在N + 2个C
么

函数 g 。

(t)
, v : (t)

,

⋯
, 夕二 , ; (t)和一个正数K

,

使得

乙
。‘+ ‘g 瞥(t)一f(

,
,

蕙一)卜
K ·“ ‘“‘“ ‘”《 矛

“ ,

在条件 ( I )
,

( I )之下
,

我们对边值问题(1
.

1 )
、

(1
.

2 ), 证明了解的存在唯一性
,

并给出了

解的一致有效渐近展开式
。

_

.

钱伟长推荐
.
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二
、

主 要 结 果

引理 1 考虑边值问题

夕l,
二 F (t

, y) (2
.

1)

夕(0 )== A
, , (1 )= B (2

.

2 )

假设存在一对C
Z

函数(a (t)
,

刀(t))使得在 [ 0
,

z〕上
,

a “

(t)》F (t
,
a (t))

,

刀
l,

(t)( F (t
,

刀(t) )
,

a (t)《刀(t)
, a (o)( A《刀(o )

, a (z )( B 《刀(1)

此外
,

F (t
, v )于〔o

,

i〕x [a
,

刀」上是连续的
.

则边值问题 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )有解 夕(t ) 满足a (t)《

y (t)《刀(t)于 [ 0
,

1〕
.

证明 见【7〕
。

记 Y , (t
, 。)= 习

。‘v‘(t)
,

我们有

定理 在条件( I )
,

( I )之下
,

存在正数
‘。〔(0

,

才〕和M
,

(1
.

1 )
、

(1
.

2 )有且仅有一个解y(t
, e )

,

并有估计式

}g (t
, 。)一 (Y , (t

, e ) + U , (t
, 。) + 厂二(t

, 。)) !《M
。“ +

蚤

}v
‘(t

, 。)一 (Y寿(t
, 。) + U 舟(t

, 。)+ 犷介(t
, e )) !《M

o N

使得当
。〔(0

, e 。
〕时

,

边值问题

(0( 才( 1 ) (2
.

3 )

(0《 t簇 1 ) (2
.

4 )

其中 U , (云
, 。)= 乙 拜‘u 。(: )

,

: 二(,
,
。)一

艺
。‘。‘(; )

,

; 一 。‘
, :

t
二二二

—
. 名 二二二

1 一
,

t

拼

u ‘(: )和。‘(s )可唯一确定如下
:

·
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{;
f
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,
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。

·
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·
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了

, (。
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,
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, ·。 ,

⋯
, 。‘一 : )

·
叮一

{;
f

, (1
,

v 。

(, ) + “·
。 ,

。)、。一 + Q ‘(:
, ·。 ,

⋯
,

一
、)

r.... .‘...L

、.了

A
J‘、

产
.
...‘..口七

、.刀口

A

r毯...,、.t....

‘

产、A
矛毛
、

(i = 2
, 4

二 ,

ZN + 2 )

(B ‘) “‘(。 ) == 0
, v ‘(。 )== 0

(C‘)

r占‘一 v‘(o )
,

u ‘(0 )一 飞。
,

(D ‘)

。叮‘一 g ‘(1 )
,

v ‘(0 )一戈。
,

(i= 0
,

⋯
,

ZN + 2 )

当‘是偶数

当蓄是奇数

当‘是偶数

当‘是奇数
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二二
‘

1 ‘ , : 、 , _ 、

1

县甲 “ = 万不“ ”气”)
,

刀‘’
一

乍丁刀
‘
”‘”) 灭, == u

, ’ ‘ ’ ,
艺‘v + 艺)

(A ‘)是分别通过展开下列方程并比较等式两边拼的同次幕系数得到的
:

“护 (r
,

“)= G (r , 拼)
, v “(s

,

拼)= H (s
,

拌)

其中 G (r
,

拌)二 [f(t
,

夕(t
, e ) + 。(:

,

拼)
, 。)一f(t

,

歹(t
, 。)

, 。)〕l
: _ , 二

H (;
, 拼) = [f(t

,

歹(t
, 。) + v (e

, 拼)
, e )一f(t

,

歹(t
, e )

, 。) ] }
。。 , 、 , 。

夕(t
, 。)~ y。(t) + “y , (t) + 拼2夕2

(t) + ⋯

u (T
, 拼)~ “o(r ) + 拼u ,

(r ) + 拼Zu : (r ) + ⋯

刀 (‘
,

拼)~
v 。(s ) + 拼v : (; ) + 拼

2刀:

(s ) + ⋯

证明 首先证明存在正数m ,

和L
,

使得问题 (A , )~ (D 。)有唯一解
u ‘(r )和 。‘(s)

,

并有估

计式
:

!
u ‘(: ) }+ l

u : (T ) !《L e x p [一 切
, T 〕 (: > o ; i二 o

,

l
,

⋯
,

2入 + 2 )

!
v , (; ) . + f

v : (s ) 4《L e x p [一 。
, : 〕 (s

> 0 ; l’~ 0
,

1
,

⋯
,

ZN + 2 )

对(A
。

)~ (C
。

)
,

取上
、

下解刀(
: )

,
a (: )为

} (2
.

5 )

刀(
T )二。。二p [ 一 ,

会
, 〕

,
。 (: )二 一刀(

: ) (T > 。)

其中
c = }舀

。
一v。(0) !

.

由类似于引理 1的结果知
,

(A
。

)~ (C 。)有解
u 。(: ) 满足 a (: )《。。(: )《

夕(, ) (: > 0 )
。

联合(A
。

)
,

便有
甲。。

“ ; (, ), 一 l “分 (S ) d s

J !

由此可见 (2
.

5) 成立 (当‘二 0)
.

对问题(A , )~ (C ; )
,

取上
、

下解刀(
: )

, a (: )为

尹(
r )二。 : e x p [ 一淤

r : + M
l

执
o
ee 协

-

_ _ _ r
_ _ 去_

: , , , 、_ _ 口 , 甲、 , ,
、

。、

七孟P L一 “‘i ‘ J , “ 、 ‘ I
一

一
尸 、 . 1 、 ‘ 岁夕 U l

其中c ‘二 !占
; 一夕: (0) !

的
。

材
:

不口m l是正数
,

满足。
, < 。。,

}尸
1 (r

,
。。(: ))一《材

; e 二p [一 。争
: 〕 (: >

归纳地
,

对问题 (A ‘)~ (C ‘) (i = 0
,

⋯
,

k一 1 ; k( ZN 十 2)
,

已证有解且(2
.

5) 成立
,

则对

问题 (A 。) ~ (C 。)
,

取上
、

下解刀(
: )

, a (: )为

口(
: ) == 。, e x p〔一。令

r
] +

{尸
,
l《材

。e x p r一。幸
, ]

M
,

‘

州。一优 1

e x p [ 一m
幸
r 〕

, 。(, )= 一刀(
: )

(r
> 0 )

与‘二 l时相同的证明可得解的存在性和估计式(2
.

5 )( 当i= 的
.

唯一性是显然的
. v ‘(。)的证

明同“‘(r )
。

再证存在性和估计式(2
.

3 )
、

(2
.

4 )
。

作变换

R , + : (才
, e )= , (t

, : )一 (巧
+ : (t

, 。) + U , , : (t
, 。) + 犷, , : (t

,
e ) ) (0《K l )

则问题(1
.

1 )
、

(1
.

2) 变为问题

·R ,一I少
, (‘

,

Y ! 一 + U一 + 犷! 一 + ”R

一
, d ”R一 + O ‘·‘一 ,

R’
, :
(0

, e)二O (e 汾 + . , , )
,

寿
, : (1

, e ) . 0 (e片
. 8 , 1 )

(2
.

6)

(2
.

7 )
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取上
、

下解刀(t
, 。)

、
a (t

, e )为

刀(t
, e )= c 。万 十“ Zs in (t + t。)

,
a (t

, 。)= 一刀(t
, 。) (o《t( 1 )

其中
c >> 1

, t。> 0
, 1 + t。< 二

.

由引理 1知问题 (2
.

6 )
、

(2
,

7 ) 有解 R (t
, e ) 满足 a (t

, 。)成

R 二 十 :

(t
, e )《刀(t

, 。) (0 ( t( 1 )
,

因此
,

!R
二 、 ,

(t
, e ) ,《M沙

牛 ’‘2 ,
,

从而
,

!R
二 (t

, 一

。) l( M
o N 辛 “ 2 (o《 *《 z )

可见 (2
.

3) 成立
.

显然
,

存在 t o
〔(0

,

1 )
,

使得

IR 寿(t
。, 。)卜M

。。N 十 ‘, 2

(M
。

是一正数 )

设 (t
, ,

rZ

)是任一区间
,

使得在其上
,

}R孟(t
, 。) !> o

,

且 fR 介(t
, , 。) !《 M

。。刀 斗 ’‘2 ,

或 IR 舟(t
: ;

。
)I ( M

。

尹
+ ’‘2 .

为确定起见设为前者
.

注意

}R 劣(t
, 。) }( M

, 。N 一“ 2

(0( t《 1 )

设之= 2斌 MM
: + 1 ,

由不等式
_ _ . , 。

.
_

, r几。 “ s d s

一

JJ刀舟沙
: , 。

) ’性 , 巴
‘’

“ ’

可得 }R寿(t
, e ) !< 几尹 (0 ( t( 1 )

,

否则
,

丫 厂几。万

ZM
e万 “‘之< 1卜

.

‘沙 R 凡(t
i

.
:

sd s

M
aeN 一 1‘2 刚:

, 一

咒黔门
一

呱。
“‘

= }R
二 (派

、

, 。)一R 二 (t
, , e ) l《ZM

o N 十“ 2

矛盾
.

这表明(2
.

4) 成立
.

唯一性显然
.

三
、

一 些 例 子

例 1 考虑边值问题
。梦“

= F (t
, e )夕

,

梦(o ) = a ,

夕(1 ) = 吞

其中F 是 ZN + 1 次连续可微的函数
,

且 F (0
,

0) ) O
,

F (1
,

0) > o
,

F (t
,

的》。
,

在 〔o
,

l〕火

[0
,

J 」
。

显然满足定理的条件
,

故可以给出边值问题解的一致有效渐近展开式
.

例 2 考虑边值问题
。v

l,
= cv , , + , + f(t )

, 夕(o )二 a
,

夕(1 )二b
-

其中c 是一正数
,

f是口
” +1 函数

,

f(0) 年。
,

f(l) 斗 0
.

、 一 -

显然
,

夕。(t) , c 一 ’

(f(t))
1 “2 ” 斗”

,

夕‘(t) , o (i二 i
, , 二 )

,

且存在正数m ,

使得

{:
(。

。

(。) + ”一 (·)) 2 ·d “》m ,

丁;
(, 。(‘, + “一‘·, , 2 ·d“》m

{;
(, 。

(。) + “一(。))
2·

d”, m
,

{;
(y。“ , + “二‘, , , ’

·

d”‘m
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从而满足定理的条件
.

因此可给出边值问题解的一致有效渐近展开 式
.

注 在
.

1 。一

稳定
.

的条件下
,

这里的结果对向量情形也适用
.

F ife

A r c h

P
.

C
. ,

R a 才fo ”
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