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摘 要
.

本文研究了一类具边界控制条件的正算子的不动点指数问题
,

得到了几个有较好应用价值的

不动点指数为 1 或 。的条件万 以及一个更为广泛的锥拉伸与锥压缩不动点定理
,

推广 和 改 进 了

〔3
,

8
,

叼中的相应结果
.

作为应用
,

文中也讨论了传染病传播模型的非线性积分方程具正 连 续

周期解的条件
.

· -

不动点指数理论是非线性分析的重委组成部分
,

它与映象的不动点
,

固有元 以及许多类

型的非线性积分
,

微分方程的解的存在性密切相关 (见〔1 ~ 3 5 ~ 9〕)
.

本文的目的是通过转换算子的方法
,

研究 了一类具边界控制条件的正算子的不动点指数

问题
,

得到了几个具有较好应用价值的不动点指数为 1 或 。的条件
.

在本文的第二节
,

我们

给出了一个更为广泛的锥拉伸与锥压缩的不动点定理
,

改进和推广了
、

[3
,

·

8 , 9〕中相应的结

论
.

作为前述结果的应用
,

我们在第三节中
,

讨论了传染病传播模型的非线性积分方程具有

正连续周期解的条件
.

我们的结果 与〔6 ,
7 」中相应的结果不同

,

而且也给出了一个新的判别

法
。

关于不动点指数的几个结果

本节及下节处处假设E 是实 B a n
ac h 空间

,
尸为E 中的锥

,

口为E 中的有界开集
,

i (A

尸 n 。
,

P) 表示映象A
:
尸 n 。, 尸的不动点指数

.

“
定义

〔‘ ,
映象A

:
尸、 E 称为a 一

凸的
, a > 0如果

:

翅 (奴) ( t“A x (V 劣〔P
,

戈 (0
,

1 ) )

或等价地
,

.

A (奴)) 尸A x (V 劣〔尸
, t李 1 )

,
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设 e〔口
,

A
:
尸 n 兔。尸满足

:

月劣寺井% (V 男〔尸 n a口
,

则必有宕(月
,

尸n 口
,
尸)= 1

文 明

引理 1 〔‘〕

的凝聚映象
。

拼) 1 )

引理

必有议A
,

零
’
壑

、

解冲冷考邸攀代钾推音奢嗜“
‘毕咖可倒

’
,

则

引理 31 3 “
设口如引翻多该护几哀令护为全遂续喇象

.

如桑城鼓
: llA刘 > o 并且 对任意

〕 ’

楼
“

认~ 外卜, “ ’

誉甘
动

爹履T
、

甘理汀
人 / , 乒雄笋娜罕色甲几健茹豁

”‘

一
”/

一” 刀
一

二
”u l

“协

的戈〔尸 n a口
,

t〔(0
, 1〕

,

都有A 二手你
,

则必有i(A
,

尸门口
,
尸 )== 0

.

定理 1 设A
:
尸 n g , 尸为凝聚映象

,

且在 尸 n。口上无不动点
,

e〔口
.

如果存在 单调增的

1 一

凸映象B
:
尸

一

, 尸满足条件
、 ’

{户外 有上界且A 男( B 二
,

(V 、〔尸 n a口)

则l’( A
,

尸 n 口
,

P )= 1
.

证明 由弓!理 1 ,

只须验证 A 二铸 拼二 (V 二〔尸 n 口口
, “》 1 )

.

设相反
,

则存在 肠〔尸n 口口

及t0 ) 1
,

使得

A 劣。= 拼。% 。

由于月在尸 n 口口上无不动点
,

故丙 > 1
.

于是
·

、

B肠 > 才介= 丙丸
‘

依次用B作用于上式两端
,

并注意B 的单调增性及 1 一

凸性
,

由归纳法可证
:

:

别有) 川可。 (n ‘1, 2
,

·

“ )

由假定{B.n 与}有上界
,

设为
u ,

于是有
:

门 ,
_

一 1
:

1
.

、 口

、子。、
一

下:
, “。(
层

令
n、 c>o

,

即得二。二 0〔尸门a口
,

这与0己〕相矛盾
.

,
. 「

1

《刁
,
尸门口

,
尸)“ 1

蔽
一 路

’

于是

(n
> 1 )

由引理
·

1 知
:

证毕
·

_

二
_

~
.

一推论 设刀
,
口如定理 1

。

在。> 口
,

,
。

使得召。《
“ ,

并且

.

}“ 几
‘ 卜 ’ -

设 B
:

尸一>
尸是一个正齐次

,

单调增的
“。一凸映象

, u 。> 0。如果存

A
戒

B戈 (v跪尸几a。)
、 · -

一
‘

(u
。一

凸的定义见 【3〕)则
:

i (A
,

P 门口
,

P ) = 1

证明 易知
,

B为单调增的 1
一

凸映象
、

对于任意的
二〔尸门。口

,

根据 “。一凸的性质知
,

存

在a ; ,

刀
, , a Z ,

刀
2 ,

> 0
,

使得
·

al uo 《B 二( 几。。,
「

吸叽《B u 镇几
u 。 ,

‘ 「 .

因此得

B x ( 几价《

根据归纳法及B 的正齐次性易证

刀
1
丑u ( 刀

, “

心
:

几

B
。/ 、

是
一B , 忍

《
一

毛;
B

一、⋯、
一

是
二

即{B
”二卜有上界

.

于是 由劣的任意性及定理 l 知推论的结论成立
.

证毕
‘

定理 2 设A
,

口如定理 1
,
尸为正规锥

,

如果存在单调增1 一凸映象 B
:
尸 n 口, 尸n 身

,
使
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刁劣《B % ( v 正尸 n a口) 扩

则 i( A
,
尸 n 口

,
尸) = 1

.

证明 若存在构〔尸 n 口口
,

1 )
.

由假设条件 B 、
。〔尸n 见

,

知
,

存在N > O ,

使得
:

。。> ‘,

使得A X 。
一。

。% 。,

贝“仿定理 ‘可证 ! 。

、
橇

一

B一 ‘n
>

因而存在 M > o ,
使得 }!B、

。

l《M火
n
> 1)

.

再由 p 的正规性

: , , , l
、 ; , ,

。
. _ . :

, 1
、 ; . ,

}I肠 “气又
一 ‘’ “。

’ .

劣。“、
_

补: ‘v
’

‘性 (称》 1 )

~ 叻 , 即知丸= 氏 这与e〔。矛盾
·

于是 引理 1 的条件满是
,

从而定理
「

2 得证
·

定理3 设A 、尸 n岛。尸为凝聚映象且在p n a。上无不动点
.

如果存在单调增加
,

可加正

齐次映象B
:
尸、尸及 : 。> 0使得

B u o

> u 。 A 戈》 B 叉 ( V 戈〔P 门a口)

则

f( A
,

尸 n 口
,

尸)= 0

证明 我们只须验证引理 2 的条 件 满 足
.

若
一

不 然
,

即 存 在 肠〔尸n 。。
,

t0 》0 ,

使得

二。一A 劣。= t。。。,

根据定理的假设条件知
,

.t。> 0并且

B 二
。

+ t0峋成劣。

用B作用于上式两端
,

注意到B的单调增
,

可加性
,

正齐次性及B 。。
》

。。即得

B 忍劣。+ t。“。( B
Z劣。+ to

B u 。
( B 劣

。

( 劣。一t。“。

即 尸‘ + 2t 两《丸
‘

依次用方作用于上式两端
,

由归纳法易知
:

B
, 劣。+ 耐

。“。《劣。 (n ) 1 )

或者

令
打 , OO 即得

“。= 0,

一、
众

一

(二
。
一B

·二。, (
诚

一

‘。
.

、
·》‘,

这与
。。> 0相矛盾

.

于是 引理 2 的务件得到满足
。

定理 4 设A
:
尸 n g , 尸为全连续映象

,

在尸门a口上无不动点

定理 3
.

得证
。

,

}刁刘 > 0
.

如 果 存
劣〔尸门9口

在单调增 1 一凸映象B
:
尸、尸使得

:

对任意的正尸 n 。口
,

,

A 劣> B 二 且 {B
.

朴有正的下界
,

则

i( A
,

尸门口
,

尸) = 0
. ‘

证明 我们只须证明在本定理 的 条 件 下
,

引 理 3 的 条 件 满 足
.

丸〔尸门a口及丙〔(0
,

1〕使得A 二。= 尚二
。,

则易知丙〔(o
,

1) 且
;

B 肠《丙劣。

设
“
为诬B 、

。

}的一个正下界
,

则由归纳法可证
:

拼孚戈
。

> B
. ‘。>

u ) 8 (n
》 1 )

令
n , 。

,

得 0>
u > 0矛盾

.

从而引理 3 的条件满足
.

定理 4 证毕
.

.

事实上
,

如 果 存 在

注 易知
,

从锥到其自身的线性映象是单调增
,

卜凸正齐次映象
,

因此上述各定理中的控制算子B 均可

取作线性正算子
.

这就可把所考虑的非线性算子的问题转化为一个仅在边界上与之相关的线性算子的问题
,

从而把问题加以简化
,

这正是前述结果的优点
,
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文 明

二
、

推广的锥拉伸与锥压缩不动点定理

本节给出如下一个不动点定理
。

定理 5
‘

设D , ,

。
2

为E 的有界开子集
,

e〔。
,

c o
Z ,

A
:
尸 n磊

: 。尸为凝聚映象并且 尸 是一

个体锥
.

如果下列条件至少有一成立

A
夺“ + 。)二

,

(
v * p n a“

1 , 。
>

。1

A x 书 (z 一 。)二
,

(V x 〔P 门口口
2 , 。> o )

A
诀‘1 + 。)二

,

(
v 二〔p n ”“

2 , 。) 。2 ,

月二架(l一。)二
,

(V 正P 门a口
, , 。> o )

巴l二
卜一A xl l
】!, l}

(2
.

1 )
x ‘P门a g z

(2
.

2 )

zr.t

!
、J
.

F
矛.、

￡: = in f
劣(P 自a口 2

}{x 一A x j}

}1% {}
(2

.

3 )

(2
.

4 )

r.,、.飞
‘、了

2F
‘了、

则A在尸 n (磊八口
工

)中有不动点
.

证明 不失一般性
,

我们设条件 (F
,

)成立 ((F Z )成立时证明类似)
,

并且A在尸门a口
,

及

尸门a口
2

上均无不动点 (否则结论巳经得证 )
。

首先
,

我 们 证 明
e ;

> 。
.

事实上
,

如果
。;

= 。
,

则 存 在 石〔尸门a口
,

使得 A x
,

一介 , o

(n ” oc )
.

由 于 I
一

A 为固有映象
,

因此
,

{介}有子列笼”、}满足翔
。、肠〔尸 n a口

,

(k 、。 )
,

从

而 A介、
, A 二。 .

于是得 A 、。== 二。,

这 与 A 在 尸 n 。口
,

匕无不动点的假设相矛盾
,

这就证明了

￡:

> 0
。

其次
,

设存在 t0 > 1 ,

丸〔尸 n 口口
;

使得 A 劣。= t0 二
. ,

则 t。> 1
。

由假设 (2
.

1) 知 t。= 1 + 凡
。

<

l+ 。; ,
A 劣 。

二 x 。+ 之
。二。

.

因此。, > 几
。
=

因此由引理 1 得
:

}A 戈。一劣。l

l}劣
。

}{
> 。: ,

矛盾
.

这就是说引理 1 的 条件满足
,

i (A
,

P 自口
工,

P ) = 1

现 在 任 取
。。〔P

,

如果存 在 t。》o
, 二。〔P 门a口:

使得 x 。
= A 二。+ t o u 。,

则 t。> o
,

A 二。== 二。

一 tou
。

< “。, ;
于是存在

e 。> 。
,

使得

A x 。

( (1 一 e。)% 。

这与假设条件 (2
.

2) 相矛盾
。

于是引理 2 的条件满足
,

从而

i(A
,

P 门口
2 ,

P ) = 0

于是

i(A
,

P 门(口八g
:

)
,

P )= i (A
,

P 门口
: ,

P )一 i(A 夕
、

P 门口
2 ,

P )二 一 1

根据不动点指数的可解性
,

A 在尸 n (9
2

\口
,

)中必有不动点
.

定理证毕
.

注 2
.

1 当定理 5 中的映象A为全连续且勺(或e l

)< 1时
,

条件(2
.

2 )( 或2
.

4 )) 可以由下式代替

A x 书(1一 。)x (v 二(P 门a口 : , 。([ e Z ,

1)或v 二‘P n a。
, e ([。

: ,

1))

其证明是利用引理 3 而不用引理 2.

注2
,

2 显然
,

定理 6 改进和推广了〔1“ 3
,

8
,

叼中的相应结果
,
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三
、

传染病传播模型的积分方程的正解

非线性积分方程
二 (, )一

J:
_ ,

, ‘
一

‘名, , d ‘

(3
.

1 )

一

其中
T > 。

,
.

是描述某些传染病传播的数学模型
,

这些传染病具有按季节变化的周期接触率
·

这里双t )表示在时刻 t人 口中患该病者的比率
,

f( t
,
二 (t ) )表单位时间内新增加的患该 传 染

病者的比率(f (t
,

0) 二 0 )
, r
表示个体保持被传染的时间长度

.

在一般情况下
,

我们对函数 f作如下的假定
:

(H : ) f (t , 。)在R x R
+

奋 (一、
,

+ 。 ) x [o ,

+ oo )上非负
、

连续且

f (t ,

0 )二 0 (V 惬R )

(H
:

) f (t + 。 , 。)二 f (t , “) (。> O V (t , 。)〔R x R
+

)

方程 (3
‘

1) 的正连续周期解的存在性 ; 在 【5 ~ 7〕中巳经用不同的方法得到了研究
.

本节

中
,

我们将使用前两节的结果得出关于方程(3
.

1) 存在正连续周期解的更为深刻的条件
.

以下记

E 二 {戈 (t)〔C (R ) 且劣(t) = 劣(t + 。)
,

丫t〔R }

p 一 {X (, )〔E 、
二(, )》。}

,
A 二 (, )一

!:
_ ,

, (·
,
二 (·))d ·

易证
,

E 按通常的线性运算及如下范数
:

l’“爪瓮习
‘

(t)I
为一实B a n

ac h空间
,
尸为E 上的正规锥

,

范数 }刘关于尸单调
,

A
:
尸、尸为全连续算子

.

定理 6 设 (H I)
,

(H Z)及下列条件成立

(H
a

) lim
“峥 + 沈

f (t , u )
_

鱼丝
。 (t) 〔尸 且

In a X

才〔[0
. ‘,

]

a (‘)d ; < 1

(H
‘

) 存在
。。> 0使得

c (t) =
f (t

, u 。)

材o

: _ :

f (t , v )
I U I

—
_ _

_
f (t ,

0夏 u 〔 u 刀 {:
一 二 ·“, “

‘> ‘

则
,

方程 (3
.

1) 有正的连续。
一

周期解存在
,

证明 由假设条件 (H a) 知
,
存在寿> 晰> O使得

:

f (t , x (t) )《 (a (t) + e。)劣(t) (V 劣 (t)〔E
,

l劣从》k)

其中
: 。> 0满足

二a x

{
‘

[。(; ) + 。。〕、; 一、< :

t‘〔0
.

。〕J ‘一 ,

令M = s o p f (t
, u )

,

取k
:

> k :
使得 k

:
·

h + :
M簇寿

2 .

记
:

“‘〔0
,

k :
]

t(〔0
.

。 ]

口
,
= {劣 (t)〔E

:

】劣(t) }< u 。}
,

口
:
== {二 (t)〔E

:

}}x j}< 掩
2圣

。: 二茱, ) == }
‘ 。 (s )二(s)‘;

则易知
,

0〔。 :
c o Z ,

。, ,
。:
都是有界开子集

,

并且B :

为从尸到尸的线性连续映象
.

对任意的二 (t) 〔尸门。。
;

二 {二(t) 〔E
:
o ( 以t) 成街圣

,

论假设条件 (H .) 易知
:

‘

’
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一

文 明

了(,
,
二 (t) )>

姐业
、 (, ) 一 。 (, )二 (, )

醉 .

A 劣 (t) 二 :
_ ,

, (一 (·))d ·、
{:

_ , ·‘·,
·‘·, d一 B l% “,

。1·。一

!
_

:
_ , , ·(·)一d

一J:
_ ; :·‘·, d ·》一

如果劣(t)(P 门g : ,

f (t ,

、
‘

即 })% l( k
: ,

则

劣(t) ) ( (a (t) + 。。) 劣 (t) + 似 (丫t〔R )

、.A / (, ) !一J:
_ ,

, (一芦(·))d ·}!一 }}
{:

_ ,

(·(·, + 一)二‘·, d ‘+
“ ,

《触
2
十 r

M ( k :

二
即 城 (P n 乳)c 尸 n乳

.
、

不妨设 A 在 P n 。口
, ,
尸门a口

:

上均无不动点 (否则结论已获证)
,

则分别由定理 3 及引

理 1 得 ‘
.

;

公(A
,

P 门口
; ,

P ) = 0 1 (A
,

P 自口
2 ,

P)二 1

于是
:

‘(杏 p n (。
:

\。l)
,

p )二 ‘(A
,

p n 。
: ,

p ) 一‘(城,

尸n。
: ,

p )二 1

因而
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1) 具有正连续。
一

周期解
‘

证明 假设条件 (H办成立 ( (H 。) 尹成立时证明类似 ).
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因此
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于是 由定理 5 知
,

A为正不动点
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即方程(3
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