
应用数学和力学
,

第 �� 卷第 � 期 �土� �� 年 � 月 �
� � ���� � � � �五� � � ��� � � � � � � � � � 公 �� �

应用数学和力学 编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

�� ���� �� “� 方程的连续可微单峰解
‘

程 宝 龙

�中南工业大学
,
�� �� 年 �月 �� 日收到 �

摘 要

对著名的 � � ��� � � �� � 方程
�

本文建立了它的单峰解的结构定理
,

由此
,

得出了寻

解的又一途径
�

作为例证
,

本文循此直接去求得了非对称的连续单峰解及� 类的解
�

求 单 峰
�

、

一
、

前言及单峰解的结构定理

在研究非线性系统的普适性态时
,

有著名的 � �� �� 汕�� � 函数方程“’

� �二�二 一 ��几� �� �一几劣�� ��
。

�

它深刻地揭示了浑沌理论中经常遇到的 自相似性态
,

亦是确定倍周期分岔普适性态的重正化

群方程
�

近年来
,

它在几个不同领域中受到了人们的重视
,

成为富有魅力的研究课题
‘

�

若给定条件为
、

卜 �

�

夕�� �� �,
一

�, �� �节 �
�

�� �� ,

则 ��
。

�
�

�� ��
尸

可描绘阵发浑沌
。

对此种情况
,

巳有一些准确解
�

若给定条件

夕����� �
,

�夕�二� �《 � �桩 ��
,

��
,

正仁一 �
,

� ��一 ��
�

�

则有一些数值结果
。

亦有人寻找过形如
,

兰

�� 劝 � �一�� 川
’十,

十 。��二 �
’�� � 件

一

��
�

��

的解
。

详见文【�〕
,

【�〕所列的参考文献
。

在文〔�〕中
,

杨路
、

张景中提出了第二类的 �� �� � �� � � � 方程
,

对 �尸��
,

�凡� 作了研

究
,

求得了准确解
�

然而
,

用�� 〕的注记 �� �去改善解在 � 二 � 处 的可微性时
,

将遇到麻烦
�

在点 �处光滑化的同时
,

将伴来点了处的不可微
�

从某种意义上讲
,

「

文 �� 〕未给出处处可微的

解
。

在点� 及一 � 两处的连续可微性态
,

尚有待于研究
。

本文直接寻求 � � �� � 亘�部单 方程的 �
�

解
�

�

我们先建立单峰解的结构定理
�

再用构造性

的手法去求得� 仁一 �
,

�」及�� �一 �
,

�〕的解
�

我们研究��
。�

,

�� ��的适合下述条件的解
�

在一 ‘令《 �处
, ““ , 严格递臀

’“‘, ”声仆 下
在 � � 劣� �处

, � 扭�严格递减
, � �� ��� �

��
�

��

,

钱伟长推荐
�

国家自然科学基金项目
�

部份内容在� � � �会议交流
�
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为方使
,

不妨认为。� , 《 � � �
�

记

� , �劣�� � �� �
一

、
一 。

下
肠 �劣�二习�� �

我们有 �
� �

一

公
·

一 尸
�

‘
�

定理 �
、

� ��
。

�
,

�� ��
,

��
�

� �等价于下述的 ��
�

� �
,

、

� 一 � 《 盆喊

��
�

� �
, ��

�

��
�

此处

夕� �� �� 一 ��又夕
,

�夕
�
�一几劣�� �二〔〔一 �

,

�〕� ��
�

� �

夕,

�� ��� 一 ��几夕
,

�夕
�

�一触�� 扛〔「�
,

�〕� ��
�

� �

首先
,

可以断定有

汽� ,
�

不然
,

由夕�凡� �可得

� ��刃幻 � 一 ��之� �� �
�

�一又
·

��幻�� 一��几
,

这与�
��幻 的定义矛盾

�

随后
,

我们可分别在 上一 �
,

一们
,

〔一协 �儿 〔�, 。升 〔“
,

�〕上去验核定理
·

同 时还能得

到如下关系
�

� , �久, �� � , 夕� �� �� 一又
, 习��几� � 一 ��几夕

�

�夕
。

�一元
“

��
,

夕� �一几� �� � , � � �一 ��二 一 ��几�
��夕

,

�之��
。

反之
,

若�
, �, �

、

夕� �‘�是由 ��
�

��
,

��
�

� �
,

��
,

� �所定
,

则令

。�二�一

�
� ,

�劣�

� ��劣 �

�戈》��

�戈《 ��
��

�

��

可以验征
,

�� 劝必适合 �� � 
,

��
,

�
,

��
�

��
。

这个结构定理给我们提供了寻找函数方程解的新的途径
�

推论 �
�

� 若沪�幻是 ��
。

�
,

��
,

�
,

��
�

��的单峰偶解
,

�� 可转而寻求第二类� �� �
�
��  ! �

方程

甲�二�二 ��久甲�中�众�� �硬〔�
,

���

所相对应的单峰解
。

推论�
�

� 对
� � 。

, 。� �
,

方程 �� �� 不能有下述形式的解
�

夕�劝 二 �� 一 �劣 �
’�

,�
“

��二 �《��  !
�

� �

实际上
,

这时恒有夕扭�》 �
,

按定理 �
�

�可知
,

这正是
一

��
。

)所不容许的
。

将“;6) 与(l
.
片柑比较

,
1

就可看到
,

在寻找形状如 (1
.
1) 的解时

,

我们能走得多远
.

在下述几节里
,

我们按结构定理
,

去直接构造出(凡)的C 类波cl 类解
.

l

二
、

函数方程f( 久x) = 袱
一

火x)

这里寻求自映射函数方程

f (几二) = 几f
一 ‘

(
x
) (几〔(0

,

l )

,

正〔0
, ⋯

l 〕) (2
.1)

的严格递增Cl 类解
。

使其适合
_

f (0)= 0
,

f ( 1 ) == 1
,

j (
, ) == a ( 2

.
2 )

我们有

引理2
.
1 若(2

.
1) ,

(2

.

2) 有两个严格递增连续的解f
:(劝

,

f

:
( x)

.

对某个预给的自然
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数k(k> 2 )
,

在八
,

= [ 几
舌 ,

几卜 ’〕上有f
;(男) = f

Z
伽)

,

则必有

f
;
(二) 二f

:
(, ) (

二〔[o
,

i 〕)

证 作分解

46弓

可得

〔“
,

‘〕一‘”‘U
(

,

或
A·

)

.

j( △。 ) 二△
, ,

‘

(
2

.

3
)

f

一 ’又△.) = △。
.

对V 二( △。
,

有f
,

.
。
(幻 = f

:.:(劝
.
顾及l

,
( 劝 及f

:(幼均是(2
.‘

1) 的解
,

就有

扣
,

(沁)= 人
、 。

(触), 翔杯x/ 幻 = 翔
。
(刁幻

⋯
这表明

、

了
, ,

袱劝‘了
:.
衫幻

、 义‘△牲
l
或版△卜

;. -
、

-

另有

了
:
(0)

二人,0) 一 0.
· 「

引理证讫
·

」
-

.

引理2
.
2 若f

。

(
劣
)适合 (2

.
1)

, 二
> 1

,

作

f (x)= 〔f
。

(
劣‘/ ‘

) 〕
’ ,

则了(劝必适合参数为矛的方程 (2
.
1)
. 一

_

只要在
、 、

一
_

‘ -
·

:

-
-

一
.

方
;
以x) = 灯

。

(
二
)

、

一
中令x= 分

‘下 ,

即可证得本引理
.

引理2
·

” 若在“
, 上给定严格递增连续函数人钾)‘

,

伍
,

)

,

且有人以
, 十”). 八 (护

一 ’一“)

, 1
,

0 <
。《 }f二(劝 }《b< + 。

.
则必有 〔O

,

1] 上唯一的严格递增连续 函 数 了(幻〔C 〔0
,

1 」n

口 (0
,

1 〕
,

它是方程 (2
.
1)

,

(2

.

2) 的解
,

f ( 协 = a
,

在△
, 上有f (x) = f

。

(x)

,
一

当男‘‘争。+ 。时
,

’

f
(

劣
) = O (几1“)

。

证 按关系

f
。 , ,

(
x

) == 凡f 不
’

(
劣
/凡) (正△

。+ ,
)

,

可求得△
, , :上的f

, + ,
( 劝

,

若不断重复进行 , 就有
‘
f

,
(
劣
)

f (
x
) =

{

0

(
劣〔八力

(劣= 0 )
。

此j (戈)〔C 〔0
,

1 」
.

注意到

f
。 + 。

(
劣 , +
动 = 之f毅。

一 ,

(
x , * 。

/幻
,

(
劣〔△*

, 二 , 济= 1
,

2

,

⋯)
.

可得
-

f, , : :
(
劣, 十 :‘

) == 凡
名‘
f

,
(

% *
) (

% 。+ : :〔△*
+:‘

)

-

f
, + 2 : + ,

(
x * + 2 : + :

) = 几2‘
+ ,

f ;
’

(
‘。

) (
‘。+ :‘+ ;眨A , + 2‘+ ,

)

V 介〔戈言
,

了以孙)
,

f 不
’

(儿)均系有界函数
.
若记点列

x 。 ,
= {

% 。十 2 :
} U {

% 。+ 2 : 十 :
}

,

则由(2
.
4a)

,

( 2

.

4 b ) 可知
,

当l
一
oo或二。J

一
。+ 0时

,

有f (二
, ,

) = O 以
2‘
)

,

( 2

.

4
a

)

( 2

.

4 b )

这意味着当二”
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0+ 0时
,

j ( 劝 = O (几, / ‘
)

。

由于

1im
x。+ 1净几*一 0

l

J 足十 , 气% ‘十 ‘’“了二(f 万
‘

(
兑“‘, 一 。) i

1
= l 基(;

, “‘一 0)
一

“J ‘、”
一

十”) ( 2
.
5 )

l im
劣内+ i 一 ,

几‘+ 1 + 0

f ;

, :
(
二 , 、 ,

) 一 了:、
:

入
·二。)

-

由此出发
,

不断重复前述步骤
,

就可断定f’(x) 在一切护点上的连续性
,

即j( 劝 ( C
‘
(0

,

1 」
.

藉助于引理2
.
2 ,

我们得到

定理 2
.
1 在 引理2

.
3的条件下

,

有 (2
.
1)

,

佬
.
2) 的解了(幻eC

,〔。
,

1 】
,

在 △, 上 f (幻 =

f
,

(劝
。

事实上
,

对几
:二矛

‘’ ,

可用引理 2
.
3去求得解fl( 劝〔C 印

,

r 〕n CI (0
,

l 〕
,

当在 、 , o 十 0 时

f (劝 二O 以
, “勺

.
再按引理2

.
2 ,

作了(劝二 〔f
,

( 淤
z,

) 〕
’ ,

f (劝 就是 (2
.
1)

,

(2

.

2) 的解
,

而在

%

一
。+ o时j (%)二 O (几“

‘

)

,

但

f
,

(
二
) =

: 〔f
:
(劣 , / 了

) 」卜
,

·

f
{ (

x
, , ,

)

·

1
/

二
·

劣‘, 一 , , l ,

(
2

.

5 )

顾及%一
‘》 0 + O时

,

有

f
,

( 幻 = 0 (汪:’
‘,

) = O ( ( 几“
,

)

’‘,

) == O ( 几“
‘ ,

)

,

代入 (2
.
6) 式

,

即知在卜一
钾 O 十O时

j
‘
(
x
) 一。(几

‘卜‘, ‘, :
“

’

)

·

% “一 ,
)
‘,

·

f
; (

% “ ,

)

一t, 气一护
二1

一)
‘

九汉
‘ ’

).

注意到引理2
.
3,

可知
、

。in (
a ,

b

,

1
/

a
,

1
/

b ) 《 f{ (二) ( m
a x

(
a ,

b

,

z
/

a ,
i

/
b )

.

这就知
: 二

一
0+0时 ,

f

,

(
劣
)

一
0.

按照导数的右极限与右导数的关系
,

就知j’(0 )= 0
,

这就表明了(劝 〔cl 〔o
,

1 ]

.

三
、

函数方程甲(x) 拼

现在研究函数方程

甲(劝“ 一 1/ 几中(甲(f (兄劣) ”

一

1/
人印(甲(f (脉)”

(正[0
,

1 〕)

尹( 0 ) 二 1
, 甲(a ) = 0

,

寻求它的严格递减C
‘

类解
.
我们有

{卯(二) } ( 1

( 3
.
1 )

( 3
.
2 )

定理 3
.
1 对几

, , ,
a

(0 < 之< , 簇a< 1) 及由定理 2
.
1 所得的f (劝

.
若在 〔o

,

川上预给严

格递减连续函数甲
。

(劝
,

使它适合下述三条性
:

i)“甲。

( o ) = 1
, 甲。

(几) = 拼
, 甲。(拜) = (一流)

2,

11 ) , ‘(
二
) 。e

,

〔o
,

。z
, , 了(。匕 。) = 一““

“,

在

一
。+ o 时

,

v
二
>

1 有 甲‘妙)

O (劣(
’ 一 ’夕“) ,

iii ) 对‘(x) 二 留
。

(j 以劝 )
,

有
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则 (3
,

1 )

,

“(‘气(o) + o)二 二久
‘+ 卜“ ‘沪、 lim 甲吉(x)/‘

,

(对 == 1/之
.

粉叶
0

(3 ,

2 ) 有唯一的严格递减函数甲。)〔C
,

[ 0
,

z 〕
,

且

甲,

(
a

) = 一几, ‘3 寺0

作分解

(3
.
3)

证

〔。
,

l 卜、a} u王只
“
}

(3
.
4)

此处伪为以夕 (0)
,

夕
+2(0) 为端点钓闭区间

。

按

一几甲‘
一 ,

( G
一’

招)) 二甲‘( 戈) (正山)
甲‘+ ,

( 劝 = 一几切‘
( G

一 ’
(劝 ) (正d

‘+ ;
)

就可定出切
‘
( x) (i = O

,

1

,

二
,

这时有
几

中‘( G
‘+ 2

( 0 ) ) = 卯‘+ : ( G
‘+ “

( 0 ) )

令

(3
.
sa)

(3
.
sb)

(3
.
6)

。甲‘
(
‘
)

甲 (x ) = 悦
、

0

(正占
‘
)

(
劣= a

)

这是 (3
.
1)

,

( 3

.

2
) 的C [0

,
1 」解

.

再由
甲: (G

吕
(
,

) ) == ( 一人)“中。
(
劣
)

,

卯f (G
Z
(x) ) G

‘
( G (

x
) ) G

,
(
劣
) = ( 一凡)

“中‘(劣) (珑[0
,

拼〕)

切竺(G
么
( 0 ) + 0 ) = 一几“

么
== 卯g (G

么
( 0 ) 一0)

.

同样可证
:
诃(劝在劣 = G

吕
( 0) 处亦是连续

。

一般地
,

由
切:。 , 2

( 口砖
+ 2
(% ) ) = (一凡)

“舌+ 2甲。

(
义
) (

戈 〔 d
。

)

。

得有得可就可

甲二‘
十 :

( G
么七+ “

(
劣
) )

·

(
G

Z “十 “
(
劣
) )
/
= ( 一只)

““+ “尹杏(劣)
,

令劣

一
O十o ,

有

甲二
。+ :

( G
Z 今+ 2

( o ) + o ) = 一凡〔‘
+ “ ‘“, ’七+ ‘, / “

( 3

.

7
a
)

由
甲畜

,
( G

艺七
(
劣
) ) ( G

Z专
(
%
) )

‘
= ( 一之)

“七沪石(义) (
劣〔do)

.

命%

一
拼一0

,

得

中叮
。
( G

Z “十“
( o ) 一 。)二 一几

〔, + ( , 1 2 ) “今+ ‘12 5
·

(
3

.

7
b )

同理
,

可得

卯叮
, + ,

( G
Z “十’

( o ) + o ) = 卯叮
, 十 3

( G
2 . + 3

(的 一。)二 一几t’
一 ‘, ‘2 , “介十“, , 3

上述这些表明训(x) 在【O
,

a) U (a

,

1 〕处是连续的
。

对于点a
.
由于V 劣〔d

。 ,

有



城
·

一

粗
’

宝 笼

(一兄)今甲; (万) = 甲‘ (拿(
万
) )召

‘

义‘卜
’

(
劣
) )户

一 , .
G
‘
(口(轰) )

.
G
‘
(劣)

.

鉴于‘
”
(
二
)〔。。

,

‘,
(
二
)〔6

, ,

又当吞, oo 时否杏( o ) , a ,

故对 , ) o
,

有
n。

) o
,

当,
,

户>
n。
时

,

式
一

一 ”
-
一

·
‘

-

一lma:(G‘ + “( o ) ,
G
“
( o )

,

口, ‘ “
(
o
)

,

G
,

( o ) ) 一d }< , / 2

成立
.
从而对V 戈( 〔0

,

1 」
,

估式

!G
仍
(x ) 一G

护
(
二 ) } <

刀
_

(3
.
9)

一致地成立
.
即G *(x) 关于 , 〔[。

,

1 〕是一致地诚敛宇被浪函数
.
“

由于训(劝在一切氏
。一 2上是一致连续的

,
。

即对冰
:, 朴 〔〔。

, l 」,
只要 ;

!G “:
“

体
;)一夕卜

2
(朴)l < 刀扮

就有
‘ 、

I

切‘

( G
Z k 一 “

(
二,

) ) 一切
‘

(夕卜
“

(
劣:
) ) J <

。,

根据柯西准则
,

可以断定
:
了勿

, ‘
( G

Z , ‘

气劝)存在一
1、 ’ 、

注意到在 〔O
,

a
) 上对于偶点列{G

忍舌+ “
(
O
) 蚤有

lim 甲,

( G
Z后十“

( 0 ) )

奋创今 。O

= l i m 一 几‘l
+ ( i , “

产卜IJ
z。

含洲卜‘洲〕

= 一之‘
护3

=
甲,

(
a 一0 )

同样
,

在 (a
,

1 〕上
,

对点列王G
Z*咔 ’

( 0 ) } 有

诃(“十 。) = 一矛”
.

由是就有
甲‘

(
a
) 二 甲

,

(
。一。)‘功

,

饭+ 。)
·

二 一矛
了“
斗O

。

可见
: 甲(义) 〔C ‘〔0

,

1 〕
。

( 3

.

1 仓)

注 对已给f。)(C
l
[o

,
1〕

,

欲求切。( 劣) ( C
i
[
o

,
“〕

,

使其适合
:

i ) 甲。
( o ) 二 1

,
甲。( 久)二 拜

,

物(“) = ( 一 又)
2;

11) ,
, 。
(
。一 。

) 二 一人
‘
/

, ,
,

, 。
( , (几‘。( o + o

) ) ) = 一 久(
一‘
/

,
)
‘

z ,
,

( 久G
。
(
o + o

) )

,

且在二
* o + o 时

,
,

,。
(
二
)

0 (
x (f 一 又)

/
:
)

。

对此
,

可通过分段求解
,

就可获得欲求的解物(x)
,

而它就是定理3
.1所需

.

四
、

F
e

i g
e n

b
a

um

方程的C
’
类解

我们有

定理4
.
1 对几

, 下,
a

( o < 几< , 镇 a< 1)
,

( F

。

)

,

( F

,

)

,

(
1

.

2
) 存在C

‘〔一 l
,

1 〕解
.

证 由定理 3
.
1 ,

可求得夕
,

(
二
)〔C

‘

[ 0

,

i 〕
,

使

g;(二) = 一 1/几g
:
(夕
:
(f (几

x ))) (正[0
,

1 〕) (4
.
1)

9 2(一劝“夕
;
(f (

劣
) )

。g ,
(
戈
)

g (劣) = 弓
、

g
:
(
戈)

(
劣〔〔0

,

1 〕) (咬
.
2 )

令作

(O( x《n

(一 1《劣簇0)
(4
.
3)



艺ei ge nb au m 方程的连续可微单峰解 4。。

由 (4
.
1)

,

( 4

.

2 ) 可以得到

夕;(x ) = 一 1/久g
;
(g
:
(一几二) ) (

劣〔[0
,

1 〕) (4
.
4 )

再藉助f (x) 的性质及 (4
.
1) 式

,

就可导出

g:(x ) == 一 z八 夕,
(夕
;
(一几劣) ) (正卜z

,

o 〕) (4
.
5)

现在
,

根据结构定理 1
.
1 ,

我们就可断定
:
由(4

.
3) 式所表述的g( 劝就是 (F O) 的单峰连

续解
。

由于它在二二 O的两侧有

夕,

(
0 一 。) = 夕

‘

( o + o ) = o
,

从而g
,

(
二
)在劣 == 0处应存在且连续

,

从而g (二)〔C
’

〔一 1
,

1 〕
。

例 取 f (劝 = %
, 护== a.

这时
,

我们按定理4
.
1所求得的g (劝

,

它就是文【4〕所考察的 第二类 F eigenb
a om 方 程

的处处连续可微的单峰解
。

这是对文【4」的加强
.
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