
应用数学和力学
,

第印卷第 3 期 (19的年 3 月)
A PPlie d M a th e m a t ie s a n d M

e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

缓变深度分层流体中的准周期波

和 准 孤 立 波
’

朱 勇 戴世强

(上海市应用数学和力学研究所
,

19 8 7年 1 2月 2 3 日收到)

摘 要

本文讨论具缓变深度二流体系统中的非线性波
,

该系统由一不规则底部与二水平固壁 间的两

层常密度无粘流体所组成
.

文中用约化摄动法导出了所考虑模型的变系数K or te w eg
一

de v : i铭方

程
,

并用多重尺度法求出了该方程的近似解
,

发现底部固壁的不规则变化将产生所谓准 周期 波和
.

准孤立波
.

它们的周期
、

波速和波形将发生缓慢变化
,

文中给出了准周期波的周期随深度的变化

关系式以及准孤立波波幅
、

波速随深度的变化关系式
,

底部水平情形和单 层 流体情形可看成是本

文的特例
。

_
一

已 ! 健全
、 砂 压 石二三

近年来人们对内波的研究越来越重视
〔‘’〔, ’‘3 ’,

有些作者研究了两水平固壁间两层流体界

面上的内波
,

其中戴世强“ ‘
对这种情况用约化摄动方法作了系统的付论

.

在实际情况中
,

深

度可能随流动方向有所变化
,

如海洋底部往往是不规则变化 的
一
单层流体的深度变化对表面

波的影响问题已有人作了研究
〔‘’〔6 ’.

本文讨论分层流体中深度变化对界面内波的影响
,

模型

是由一缓变不规则底部
、

一水平上壁及两层常密度无粘流体所组成
,

文中建立了该模型的基

本方程
,

用约化摄动方法
〔7 ’
导出了变系数K d V 方程

,

并用多重尺度法求出了近似解
:

求出了

非线性准周期波的周期随深度的变化规律及准孤立波波幅
、

波速随深度变化的关系 式
,

并以

此来解释在海洋中观测到的一些现象
“”〔’‘’

·

二
、

基 本 方 程

考虑两层不可溶混的不可压无粘流体的无旋流动
,

流体限制在 两 固 壁 间
,

其中上壁水

平
、

下壁沿 二 向缓慢变化
,

如图 1 所示
。

-

引进小参数
。= 0 (a/ ha ) (0 < 。《 1)

,

其中
。
为波幅

,

上
、

下层速度势分别 为 叭
,

叭
,

假

定分界面方程为
‘“亡(二

,

t)
,

取特征长度 为 凡
,

特征速度为斌亏瓦
,

特征时 l’ed 为以凡了百
,

记

r = h
:

/ h
: ,

而且

r“ r 。+ F (“8‘2劣 ) (2
,

1)

.

国家自然科学基金资助的课题
。
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闪闪闪
其中尸为可微函数

,

且F (0) 二 0

假定该系统是静稳定的
,

即 口二八 / p
: < l ,

而且流体在无穷远处静止
,

、

在此仅考虑二维

的

豁
’ ‘

将方程无皇纲化后保持原来记号
,

我们得到下列方程
:

叭
, : :
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二
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.
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(2
.

3)

壁面边界条件为
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二 一 r

,

中, , :

(之== 一 r ) (2
.

4 )

仇
, :

二 0 (之二 1 ) (2
.

5)

界面条件为

(2
.

6 )一一Z

、..几
“

声lt..J
J
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= 条+ 甲
, , :

二
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护。
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.

‘

、
一 J 呀甲: , : 十 汤

一
气甲三

, ,

十甲舀
,

习 十‘ 全= U
戈 乙

一

J

设(2
.

2)
、

(2
.

4) 的解和 (2
.

3 )
、

(2
.

5) 的解分别为

中:二云 (z + r )
”
必

。

(2
.

7 )

甲: 二兄 (, 一 1)
’
梦 ,

(2
.

8 )

代入对应的方程后求得

中 ; “一r *

中a , ,

八 i + r二)

叭
+ : = 一〔中一 + (”+ 1)(r

·

中
。 + : )

,

+ (, + 1 )r夕一
; , ·

·
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.

9)

梦: .

二
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,

1奋)

其中”” O, l ,
·
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将(2
.

9 )
、

(2
.

10 )式代入 (2
.

5) 式
,

并令 中。, ,

二不
: ,

梦。, :

= 不
: ,

整理后可得下列基本方程组

篇
+

器{不
1
+

鑫
〔
·‘· + ·,

’ 一 ’二 ,
·

+ ‘· + ·,
·

, 一
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一
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一
+

一

器卜
+

黔
一 1 ,

·
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小补一 ‘,一 ‘梦一”
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1 2 )
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黑
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a[ 黑
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其中
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一
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·
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‘一 ]

, 忍一

[冕
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一
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·
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·
, 一 〕

“
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了
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一 ,
·
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·
, 一 ]

+

〔鑫
·‘·+ · ,一“

·

]

吴
一

[鑫
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”
梦一 〕

兄 (: 一 1 )
“
梦

。 , :

兄 (: 一 1 )
,

梦
” , :

」
r.性L

不,曰

l
+一吕...J

月 一 1

一rl
.IJ一一一一万刃

+

[雳
·‘一 ‘, 一 ’梦

·

」
“

在线性化近似下
,

(2
.

1 1 )
、

(2
.

1 2 )
、

(2
.

1 5 )式变成

、.leees、/毛1..少

�
U

+ r o
a不
口劣

( 2
.

1 4 )一一

厂
�

X�州州�d口

一

此一at此
�

at

口砂
面止

一
a
口班

2

口t

_
、

a雪
十 气l 一 口夕一‘ 王一 ~

O 「

可求得线性重力波的的波速为 c0
,

其中

C 。一

了
( 1一a ) r 。

1 + 口r o
( 2

.

15 )
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三
、

缓变K d V 方程

假定U
,

= A 护/h
: = O (1 )

,

其中几为波长
,

并采用B 。
。

sine
s q 浅水波假设

,

作变换

X == 。8 , 2劣 (3
.

1 )

其中

则有

:

一({
、
忽

一 ,

)
,

·(

x)= 丫
一

‘
打男

犷
(3

.

2 )

异一沙
2

晶

晶
一

告一 晶
(3

.

3 )
口

十犷
‘ “ ~

二刃笼万

口 了飞

令列向量
·

‘ ’

U (占
,

X )= (亡
,

砰
: ,

牙
2

) ,

将 U 按
! 的幕次展开

U 二妞U 山 + 沪口内 十
· . .

- 「
、

:
「

== 。(乙‘, , ,

牙 f”
,

附奋
‘)) , + 。2

(雪‘么, ,

牙毖
“)

,

珍互
2 , ), + ⋯

将 (3
.

3 )
、

(3
.

5 )式代入 (2
.

1 1 )
、

(2
.

1 2 )
、

(2
.

1 3 )式
,

整理后取到O (。8 ‘2 )
,

得到

(3
.

4 )

(3
.

5 )

M
。
口U (1 )

口君
(3

.

6 )

其中

M
。

0 一 1

r 0 (3
.

7 )

1 一口

可求得M
。

的左
、

右本征矢分别为

L 一

(
l

,

忘

R 一

(
1

,

手
,

一 C C C

1 、
仃C /

(3
.

8 )

(3
.

9 )

(3
.

6) 式的解为

U (’) = 雪(‘) (省
,

X )R

取到O (e s , 2

)
,

并利用 (3
.

9 )
、

(3
.

1 0 )式
,

可 以得到
:

(3
.

1 0 )

口U (么)

口雪

+ “
1

豁
+ 叔

‘” 口

豁
”+ “

3

翠
_ .

少”⋯一 (3
.

1 1 )M
i一c

其中
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1
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口右
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—
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r
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了!!lee卜l.lwe、

一一‘S

了

1
1......火

一一3
S

用左本征波L矢乘上式整理后可得

口亡(’)

aX
+ a :
雪

(卫,
日乙(‘)

.

~ 凡万一 , .

O g
C 名簇;兰

+ a 3“”一 0
(3

.

1 2)

其中

a l ==
3 c (1一 r Z口 )
2 (1一 口)r Z

r + 口
二二 一

一
—

—6 (1一a )c

F
,

口C

c

L
『一

口百见
+ , + ra

黔〕a 3 = 2 (1一J )r名 (尹= F , (X ))

(3
.

1 3 )

作变换

(3
.

12) 式可化为

“‘”一Q ·
。卜I

a 3d X

」

一

爵
一

+ 一 (X )。
一

蓄
一

+ 、(X )
一

瞥一
。

(3
.

1 4 )

(3
.

15 )

其中
·:

一
p

〔
一

{
a 3d X

]
,

一
(3

.

16 )

(3
.

15 )式为变系数K d V 方程
.

、刀
口

1二
.

J怪仁了、

四
、

准周期波和准孤立波

方程 (3
.

15 )在一般情况下无解析解
,
只能用数值方法求解

,

时
,

有摄动解
。

假定系数 , : ,
、为X 的缓变函数

,

即

n : == n : (拼X )
, 拄: = n : (拼X )

其中“是小量0 < 拼《 1
.

令
: = 拌X

,

把Q作如下展开

Q (8
, 了) = Q

。(口
, 二) + 拼Q , (口

, 了) + ⋯

其中

但当方程 的 系 数 缓慢变化

仪
.

2 )



仓O色 朱 勇 旅 世 强

“一‘一
{
“‘X , dX (4

.

3 )

b( X )二b。+ 砂
: + ⋯

0为正常变量
, :
为慢变量

.

将(4
.

2) 式代入 (3
.

1 5) 式可得

}

一b
o

Q
。, 。+ n , Q

o

Q
。, , + n : Q 。, , e , 二 0

一b
o

Q
, , , + n : (Q

o

Q , ), + n :

Q , , , e , - 一Q
。, ,

+ b
l

Q。, 。
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.

4 )

(4
.

5 )

由(4
.

4 )式可求得
‘吕’‘”

阴

刀凡。
。
一

州孟
一‘-

)
+ “;

(丫磕
“

‘

)〕 (4
.

6 )

其中K
,

E 分别是第一
、

二类完全椭圆积分
,

劝为它们的模数
,

H 为无量纲波高
.

解(4
.

6) 式的时间周期为

尸

一叫耍 (4
.

7 )

上式中含有两个慢变函数
。 : ,

nz
,

因此周期尸也是缓慢变化的
,

因此 (4
.

6) 式为准周期解
,
饥

与m ,

厅间有约束关系

(4
.

8 )

方程 (4
.

5) 式的解为

b
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一

鉴(卜
二二
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.
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, m ,

H 的约束条件为

2
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H
3
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J

(4
.

1 0 )

从而Q可表示为准周期解

O 二O
。
+ 拼O : + ⋯ (4

,

1 1 )

(4
.

6) 式当。” 0时
,

为无 限小振幅波解
,

当二 , l时为孤立波解

Q
。
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.
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,
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。, 。,
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,

动 、
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即

再利用 (4
.

1 4) 式可得

(a
Z

/ l)
,

== 0 (4
.

1 5 )

了 打: \1 , 3

a‘砚一一 刃
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.

1 6 )

注意到变换 (3
.

1 4) 式
,

上式可写成
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仪
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)
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一

封
aa dX 〕
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·

17)

上式表明了波幅随流体总谏度而变化
.

现求孤立波波速与波幅关系式
.

(4
.

12) 可写成
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‘
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.
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进一步写成

’
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.
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,
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‘

七于一一
万

(4
.

2 1 )

当r二 r 。时
,

对应于两水平固壁 间的情形
。

此时u 。二 o ;
’

n : ,
、为常数

,

(4
.

7) 式表示的周

期p 为常数
,

(4
.

n )式的周期解与文献〔9 〕的结果一致 ,
.

孤立波的波蝠
、

波速关系 式 (4
.

1 7)
、

(4
.

2 1 )变成

卫旦二丝些三互1
“ ‘

.

丈孟(r 。十口) 」
. (4

.

2 2 )
ree.L

OC
乒
�

C I = e 十
绍, ( 1一 r 孟a )‘

。

Zr 。( 1 + r oa )
( 4

.

2 3 )

恢复到文献〔4〕的特征长度h , ,

它们与文献〔4」给出的结果一致
.

当口= 。时
,

对应子单层流体的情形
.

孤立波波幅关系式
’

、

波速关系式为

佃 ,. 2 4)
i一
r

OC彭

c , = 。 +
一
‘

哭一 ( , + 。a ) ‘
, “

+ o ( , : )
‘六了 r

(名
,

2 5 )

与文献【刹的结果相同
; 周期解丈4

.

11 ) 与文献〔创的结果相一致
.

( 4
.

1 7)
、

( 4
.

21 ) 式表明了在深度变化的情况下
,

孤立波波幅和波速有缓慢变化
,

、

这时的

孤立波不是真正的永形波
,

我们可称它为准孤立波
.

采用周显初
〔. ’
描述的方法可以分析这种

准孤立波的分裂
,

这里不予详述了
.

有人通过卫星观测发现
:

在某些地区陆架的海洋中有运动着的准周 期波存在
〔‘“’〔‘”

.

从

上面我们求得的非线性准周期波和准孤立波可推测
:

海洋中深度的变化是产生准周期波的原

因之一
。
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