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摘 要

本文对守恒型自共扼奇异摄动常微分方程
,

利用 E 卜M i时主比二了和 W o rl f “ 的思想构造一个

差分格式
,

并证明该格式为关于 e一致收敛的二阶格式
.

一
、

引 言

考虑以下守恒型自共扼奇异摄动问题
:

一

{
其中

。> O是小参数
,

La
。(二)三一 。(P (劣 )。

‘

)
尹
+ g (二)“二f(二) (珑(O

,

1 ) )

“(0 )二 a 。 , u (1 )== a l

: 。, a :
为给定常数

,
P

, q及f是与e无关的光滑函数
,

且

(1
.

1 )

P(二)) a > 0
,

q (二 )> 刀> 0 (x〔[0
,

1〕) (1
.

2 )

H eg ar ty 等
〔“’曾对此问题的特殊情况 P二 1构造一个二阶精度的差分格式

。

我们也对他们

的结果用不同的方法给予了证明 (见【3 D
。

本文利用 El
一

M is ti k a , 犷和 W er le 的思想
,

对

(1
.

1) 构造了一个差分格式
.

并从微分方程解的一个分解式出发
,

对所构造的格式 进 行误

差分析
,

从而证明该格式为关于
。
一致收敛的二阶格式

。

在文中
, c
均表示正常数

.

尽管在不同的式中它的值也许不同
,

但它总与h和 e
无关

。

阶的

估计也是在 与h和。无关的意义下进行的
。

二
、

格 式 的 构 造

将(1
.

1) 化为与之等价的

干一
““‘ (‘ )一““(“)“

‘
+ 6 (‘)“一“(‘)

、 “(0 ) = a 。, “(1 )“a ,

(火〔(0
.

1 ))

(2
.

1 )

其中
a (二)二P

‘

(x ) / P (x )
,

b(x ) = q (二) / P (二 )
,

格步长h = l/ J和网格二 , 二了h
,

考虑

F (二) = f(劣 )/ P (戈 )
.

设J为正整数
,

并定义网

石
.

.

林宗池推荐
.

U 二 一己U
”
一召。U 尸+ 石U == 户 (劣〔(为

一 : , 劣 , , : ))
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口(%J
一 ,

) = u , 一 ; ,

U (戈 , 十 : ) == “, + ,

(j== 1
,

⋯
,

J 一 1 )

这里均为
。(幻)的近似

, 。,

石和户分别为a( x)
,

b( x) 和尸(x )的某种近似
.

按El
一

M is tik a w y和

W
e r le方法取

奋
(‘

一 : + b , )。b
-

着
(b , 十b , , ‘)

一

、;
·

(当正 [戈, 一 : , , , ) )

2)含3)4)5)6)7)8)之中2.2.2.2.2.2.
了、矛.、了、
户

了、了.、r、‘产
‘

(当沉〔(劣 ,
,
劣s * 门)

卜�

了r勺,、!!L。

=

、、产‘

劣
夕J‘、�人口

其中句= b( 为 )
,

我们还将这样表示 F , 等
.

歹(x ) 可类似定义
.

但对 。(劝
,

由于 a( x)

P’(劝
,

故此定义是不合适的
.

为使所构造的格式达到我们的 目的
,

定义
:

着[(
”担
哥粤)/

, , 一 +

(华万瓮芒)
‘p

,

」
“一 ‘当·“〔

一
”

; [(
一

之策黔)/
, , +

(之气青即)‘
p , 一

l
“·‘

(当二“‘

一
〕’

reewe少、lee-/

一一
、产、

劣了
、一a

利用沙 (劝在幻处连续性犷便得关于脚的线性方程组
、.....,....J

. .上

一
J簇

:J
戈

.土

一
最‘

r ; 。, 一 , + r
:
u , + r ,

。, + : )

== g丁F , 一 : + g 了F , + q亨F , + :

u o = 口 。,
材J = a r

这就是我们所要的差分格式
,

其中

r 7
( n : 一k : )七x p (称1 )
e x P ( n : 一k : ) 一 1

( ”: 一寿: ) e x P( 一蠢: )
e x P ( n : 一 k : ) 一 1

r z
= 一称1 一

n l一k -

r : 二 k :

n : 一存:

e x P ( n一 k , ) 一
‘

1
’ e x P( n : 一k : ) 一 1

( r 下=
r : + r : )

。; 一落
介

〔n : e x p ‘”:
, ‘1 一 e 二p ‘一 k : ) ,

‘

一存: ( e x P (玲: ) ~ 1 )〕/ [ 1 一
e x P (”: 一存: )〕

q亨
8

、

Zh
Z
b

+ 「一 n : ( 1 一 e x P ( 一 k : ) )

+ k么e x p ( 一寿: ) ( e x p ( : 2 ) 一飞)〕/ [ 1 一 e x p (。: 一k : )〕

q下“ q了+ q

这里

a 一 h
叭 = 会厄

h

一斌
一

万
/ ‘几

一

云硬云乃
‘

魂 I U
.

节

一
, 4

n :

一介六扣
+

牢
气一宁

一

十

火价
一

户 (宁
,

、一宁
十

决价‘匹落2

易见
n ‘
< 0

,
k‘> 0 “== 1

,

2 )
.

为书写方便
,

将
: , 士 ’。

和扩
, ‘

的下标略去
.
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三
、

(2
一
4) 的性质

引进下列记号

R 几v ,“一
。(r

一 。J一 : + r , 。, + r 斗 v , + : )/ 吞
么

Q。,
~ q 一。 , 一 , + 口口口, + 口

+ 刀, , :

其中
。, 是网格点道为}上的任意一组数值

。

性质 l r 土

> 0 ,
一 r ,

> r 一 ,

一r Z

> r + , g 士> o

} (3
.

1 )

证明 r 士

> 0是显然的
。

为证一
r : > r 一 ,

由(2 : 5) 和 (2
.

6) 有

一 r , 一 r 一
= 〔。

,

(e x P (n
,
一k , )一 1 ) + (n , 一寿, ) (1 一 e x P (, , ) )〕/ [

e x P(。 : 一k : )一 1〕
,

故只要证分子小于零
.

对固定的场 < o 先把它看作 庵,
的函数 g( k : )

.

由于 抓。) = 0 ,

只要证

夕‘(k
,

)( 0
.

为此
,

对固定的k
: > o把夕

‘

(k ; )看成是
n ;

的函数d (” : )
.

由于d (o )= 0 ,

d
,

(。: )) o
,

故 d(
。 , )< 0 ,

从而了(k
: )< 0

.

同理可证 一
r : > , 二 至于扩

,

由于(2
.

7 )可化为
: \一

召

2尸b
-
‘一 r

一
r l

,
, q ‘

艺
偏

不 (一『‘ 一 r· , (3
.

2 )

故由上述证明
,

立即可得r > 0
.

利用性质 1
,

可证(2
.

4) 满足极值原理
,

即
:

性质 2 设内是网格点 二 ,
上的一组值

,

满足内《 0
,

vI 《。
,

侧内( 0 (j = 1 ,

⋯
,
J一 1 )

。

则勺《 O(i = 0
, 1 ,

⋯
,
J )

。

由此可导出比较原理
。

.
,

-

定理 3
‘
.

1 设
。 , , , , 是 、 上的二组值

,

满足 }
。。
}《二

,

}
。 ,
!《。

,

lR 与
,
}《R 场

, (j= 1
,

一
,

J一 1 )
,

则 }
v
川成甲, (i = 0

,
l

,

,’’
,

J )
. 、

- -

这表明 (2
.

4) 有唯一解为
.

并且不难证明

l
u , }峨,a

O
I+ 1a

l

l+

默
,“<x , 1/ 忠外

b (‘) ) ‘j一。
,

‘
,

一 J , ‘3
.

3 ,

对p > 0, 定义函数
_ ’

护(p ) = p /
sh p

, 甲o

(p )= 一p e o t h p (3
.

4 )

则
r 士口

可表为
r 一

, 于(P
一

)e x P(一 a 一h/ 2 )
, r 今 = 护(P

+

)e x P (a
+ h / 2 ) (3

.

5 )
: ;
一 , 。

(p
一

) + 戈h
, r : 一 , ·

(。
·

)一

卓
, ,

一
r , + , :

乙 乙

(3
‘

6 )

其中 。
一六价

土

娜霆2
.

关于以P) 和 护(
;

,
有以下结论(参见〔3 1)

:

注3
.

1

.* (。).
,

.。, , (。) !、
{

c
。

当p( c

c p e x p [ 一p 〕当P> 心

(3
.

7 )
r CP

}D
户少(P ) l《弓

‘ eP e二PL一 P〕

当P《 c

当冲》。

,云
‘

(p ) ,‘
{

当p 《c

石
‘

当p》c
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(p ) }《e户
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(3
.

e)

“”
·’”

。

(p , ,《
{
妒

_

肖 p 《‘

e p e沈 p[ 一 Zp 〕当p 》 c

注3
.

2 以下p = 。附近的幕级数展开是公认的

尹(p )二 1 一 p Z

/ 6 + O (p
‘

)

厂
o

(p )= 一 1 一P ,

/ 3 + 0 (p
‘

)

定义关于
。
一致有界的函数

(3
.

9)

(3
.

IQ)

~
“

,

”, 二

弋
(当h《

e斌 己 )

(当h》c材
。 )

于是可以评明

性质 3 ( i

证明
r 土

《
c N

。

(11 )

( i )

产《cN
, q
减哪

, :
,

当h适当小时
, g 土

》
cN

由(3
.

5 )和 <3
.

7 ), 并住意到吹p 仁一川《
c p 一 “ (p > 0, 幼任意正整数 )

,

有

由(3
.

2 )
,

(3
.

5 )
,

(3
.

6 )
,

有

2b
一。
一赶

一 , (补
一

)ex
p ‘一 a - a 一h

h/ 2) 一产 (p
一

) 一竺石竺

‘ ]
一矗p 一 th (。

一

/ 2 )一巴少二)
’ , (。

一

) + 典叭
, (户

一

)一 , 丫聂+ N
.

。(h)
介

,

“
毯

‘ 、

‘
’ -

二 、

“ 余

因为 {, (p
一

)一 1 1= p 一

ID
, 袱豹 }(

cN ("P 勺
“ ,

所以

￡ _
. , , _ , _

、

1
乙O 一 g

一

= 丽P
一 t n Lp 一

/ 艺) 一 斤
, .

’ , 汤

。(a
一

)二
_ , _ _ 、 .

、 , 。
, : 、

一畜一
r 、尸 ) 十 z v

’

口 、“ , (3
.

1 1 )

r p 一

/ 2

由 th (p
一

/ 2 ) 《弓
‘

1

当h《
c
斌

。

便得q 一

(
c N

。

同理 q 十

簇
cN

。

当h) c材 “
’

“‘, 由于 th ‘p
一

邝 )二
夸一 (矢(0

,

p ))
,

因此当 p 一

< 2占时
,

忍
.

、1.1

拼一
2

矛

了..、

‘

九C
一

‘

、.,产么一
、了、一

�一J任a一

十工
J

O
Z‘.、

毛

六
O

th ( p
一

/ 2 )李 ( l一j ) p
一

/ 2从而由( 3
.

1 1 )

_ , _ _ 、 1
, _ 1

加
一 q 一尹落

。

一 玄

~
。

1 / 二
月关 O =

一

万吸 i 十
乙 \

( a 一

)
“

4 b
-

、一 ‘ 、
_ , , _ _ , _

b -

?
,

则有功
一 q乡 4 一“”

·

故兰称适当小时 q 一

分“ ·

当p 一

> Zd时
,

从而当h充分小时
,

th ( p
一

/ 2 ) > thd ,

故由 ( 3
.

1 1 ) ,

有

Zb
一 g 一 > ( th d

·

b一
ch ) (P

一

)
一 ‘

q 一

》
cN

。

同理有q 十

》 c N
.

性质4

证明

q 上

在p = O附近的展开式为

1
. a 士

h
.

。 / hZ 、
q 士
二 牛

一

士
、

斗牛
一

+ O ‘
’ .

、 ( 3
.

1 2)
4 一 2 4

‘
一 、。 /

、 一
’

一
‘

将 (3
.

9)
、

(3
.

10 )代入 (3
.

2)
,

并将其中的指数函数在零点展开
,
即可得证

.
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四
、

微分方程解的性质

1)、),
口

2)3).4).5)

⋯6)
4.dt:4.比(4(4(4(5(5

利用S m ith t‘’
有关奇摄动问题的多变量方法

,

可以证明

定理 4
.

1 问题 (1. 1) 的解可分解为
:

u (劣 )二A
。

(二) + c o E
。

(二)/ (P (二)g (二))
’/ 4

+ c ,E ; (二)/ (P (二)g (二) )“
4
+ 。左。(二

,
。)

其中 A 0( 劝为与
。
无关的光滑函数

, c 。 , c ;
为关于

。
一致有界的常数

E 。(、
一

p

(
一

汰只、(t) 加
) ‘

今
,

“1 (x)

一
p

(
一

汰{:
、 , (

晒
。 )

左0(二
,

e) 满足
:

L
.

月。= 夕(劣
, 君) (正 (o

,

i ))

井。(。
, 。)‘ , , 。

(。)
,

泞
。

(1
,
。。二 , : (, )

}?
。

(。) !《
c ,

!?
,

(。) }《
c

}二 , (二
,
。) !
刘

1、
一

旅
二。卜、x/v

、)

+ e x p (一以
一

a

这里口是一个与8无关的常数
,

满 足

(1 一 二) / 、
一

、)〕
} (戈〔(0

.

1) )

心< 厅( 也in (q (x )/ p (劣) )
0 ‘. ‘ 1

此外
,

利用比较函数
,

可以证明

定理4
.

2 对满足 (4
.

2 )~ (4
.

4 )的函数左
。

(二
, 。)

,

有

}D 益左
。

(二
, 。) }《e { 1 + e 一

、

了 [ e x p (一动口

十 e
xP (一材J

一

(1一二 ) / 材
‘

万)扑

刁斌
8 )

(戈〔[ 0
,

1〕)

此处。为满足 (4
.

5) 的某一与
。无关的常数

,

未必与定理 4
.

1中的a相 同
.

五
、

(2
.

4) 的截断误差分析

对格式 (2
.

4) 定义其截断误差

勺(u )“ R 几u (二 , )一Q (f(二
, )/ P (二

, ))

于是由T a ylor 展开
,

得到
二 , (u )“T

ou (句) + T ,u , (劣 , ) + ⋯

其中

T
。

一示
‘r

一
+ r ·

+ r ‘

, 一‘。
一

b卜
1
+ 。ob , + 。

‘

b , 一 ,

T ’二一
又(

扩

一
r 一 , + “‘。

一a , 一 + 。
‘a ,



2 2 6 郭 雯 林 鹏 程

+ g + a , 十 , )一 h(g
+
b , 十 ,

一 g 一
b卜

,

)

T
“
= 一 之(

r ‘
十 , 一)十 。《叼

一
+ ;

,
+ 。

‘

)
奋

+ 。h (g
+ a , 十 :一 g 一a , 一 : )

h2

一下 (q 一

匀
一 a十 q ’口J + 一)

‘

(5
.

3 )

~
· e h

, 一 2

l = 一
_

_
(r

+
+ (一 1 )

· , 一

) + : 人
, 一 “(。

+
+ <江 i)

, 。一 )

+
一

态;
、(。一

+ ‘一 ‘,
’

“

一
,

一

兴
(。

·
。, 十, + (一 l)

·

、一”, 一 , ) 卜(一3
,
4

引理 5
.

1 T
O
== o ,

IT
”

!簇
c N h

么

(: = 1
,

2 )
,

!T
S

}《
c N (h

4

+ 。h
z

)
。

证明
’

由(3
.

2) 容易验 证犷
“

二 O
。

为估计T ’,

将于(p
+

)
、

p + th (p
+

/ 2 )在p 一

处展开
,

利用p 斗
一p 一

= O (hZ/ 斌万 )

, (p
·

)一 , (。
一

) + 二
·

o

偌)
, 。·th

(誓)
一 p 一 th (。

一

/ 2 ) + N
·

O

佯)
··

一
, (。

一

)〔二p

(穿
、

)一
p

(
一

粤)
〕+ N

·

O

偌)

(5
.

4 )
于是

(5
.

5 )

由(3
.

1 1) 及 q 十

的类似表示式
,

有

飞..
.

J
、尹
‘

‘

2
声了声

。
一

。
一命〔多

, 二 , * 、

1
_ ,

P
’

t n 气P
’

/ 乙)一 丈二 P 一 t n LP -

口

1 「丝虹犷
4 L 4 b

+

. 1 ~ 一 、 忍

护‘”
‘

’一弋岁
-

(5
.

6 )
, ‘。

一

小
“o (”)一N

·

O (”)

因此

: ‘二一毛
, (p

一

)〔e x p(毕卜
e 二p
(-

, ‘ 、 ‘ , 、

a 一
h

)
+ e (q

一a , 一 : + g o a , + g + a , + , )+ N
·

O (h昌)
一

‘ ,

(5
.

7 )

当材万
一

《 ch时
,

上式立即给出引理结论
.

当材 百> ch 时
,

利用 袱 p
一

)
,

旷在 o点附近的展开

式
,

亦可得 }Tl }《ch
“.

由性质 3
,

.尹 I《
cN hz 当澎飞( ch时显然成立

.

为证斌万
一

> ch 时 的 结论
,

用 (3
.

9 )
、

(3
.

1 2 )
、

(5
.

6 )即可
。

至于T s ,

注意到它可表为

: 日一

会;
T l一

子
‘“

一
十“

‘

一 + “
‘ “, 一’

.

s h
z

,

+ 一石
~

吸q , J 了+ 1一q 一 C卜 l ) 十君h (q ,

一q 一
)

‘

因此
,

利用T ‘的估计
、

性质 3 (i)和(5
.

6) 可得相应的估计
.

证毕
。

对任一光滑函数g 及实数
c和d

,

定义 以下形式的T ay lor 余项
:

R
。

(c
,
‘

, “, 一。‘“卜卖
。(‘) (·)

罕
t

‘-

= g (协 + ‘)(占)
(d 一 e )

’ + 1

(n + 1 ) ,
(d 一 s )

’ g (”‘ l)(; )d 。 (5
.

8 )

‘口了J!
‘

1扑一
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占介于夕
,
d之间

,
则截断误差 (5

.

2 )可表示为
了, (u )= T ‘u ‘(劣, ) + T

Zu ”

(幻) + T 昌u , , ’

(劣 , )

一
最〔

, 一

R a
“ , , 二, 一

‘

: , “, + r ‘ Rs “
, ·‘ ,

一
“ , “

+ 。〔q
一

R ; (x , ,
% , 一 : ,

“”) + q +
R , (勺

, x , + : , u “ )」

+ 。〔g
一 a , 一 : R : (劣, ,

工, 一 ; , “‘) + g + a , + ;

凡(劣 , ,

x,
+ : , u ,

)〕

一〔g
一
b , 一 : R 。(% , , % , 一 : , “) + q +

b , , ; R 3 (劣 ,
,
劣, 十 : , u )〕

利用(4
.

1) 及算子
: , 的线性

,

有
r 一(u ) = 二, (A 。) + c or , (G 。) + c : r , (C : ) + 。: , (左。)

其中G
.

二E
:

/ (P g )
主, 4

(: = 0
,

1 )

于是
,

只需分别估计
r , (A 。)

,

勺 (‘
,

)和勺 (左。)
。

由于 A
。

是与。
无关的光滑函数

,

2 2 7

(5
.

9 )

由引理

5
.

1 ,

有

定理 5
.

2 !
: , (A

。

) }戈c N h
Z 。

用与〔3 3中相库的勺(左
。

)的估计完全相同
;

的方法
,

可以证明

定理 5
.

3 1
: , (左。) }镇c N h

Z

/
。 .

证明 事实上
,

此处的 了 , (左。) 与 比〕中的不同之处
,

仅在它多了一项
。〔犷内

一 : R : (为
,

‘, : ; ,

左; ) + 。
‘a , 十 ;

R
Z

(x ,
,
x , 十 : ,

左‘)〕
,

而由(4
.

6 )容易估计此项绝对值不超过
c N h

Z

/
e ·

整个误差估计的难点在于勺(G
,

) (s = 。
,

l) 的估计
。

由于G
。

与G ;
表达式类似

,

故只估计
r , (G

。

)
。

令Z (二 )~ (P(二)口(二) )
一 ‘, 4 ,

则G 。(二) , Z (二 )E 。(劣)
,

从而

L. 口
。
= 一以PZ, )

产

E 。

又令泞(
二 )= b (x ) + 。a 么(二 )/ 4

.

对正整数k( ,
,

定义

s (、
,

二)一 e x 。

(
一

去{二少、
-

不万
一
、,

)
,
二一s (o

, m )
、 口

V 弓沪 甘
. , 月 ,

引进两个函数

牙(二)一 z (X )e ·p

l刹:
( 、

一

丽
一“(, ) )d ‘

」
。(二)一 (, (/ )z, (、 ) ),/r (二)一

p

l六
一

五
(

仰访
一。、司

注意到
。一

气斌五石一确(二) )一o( 材
。 )

,

不难证明

注 5
.

1 }平 (‘)(二)!( e ,

l犷(‘,

(二)1《c (味= o
,

⋯
,
4)

注5.2 令p 一 “
一

吗今(x, )
,

则有
,

S (‘一 ,
,

, ,一
p (一; ,
〔
‘+

S (‘一 ,
,

, + ‘,一
p(一 2。,

[

1
_

‘
_ _ _

_

护 1 二
_ _ _ _ .

_ _

尔 1
。 , _

⋯万(了刀(
二, ) )

‘

丙
一万 (了万(

二, ) )
“

石J+ “
·

U ‘h
‘
/ e )

‘一

会
一

(、, (xi ))’’翔
十“

(t)
(5

.

1 0)

(5
.

1 1)

尹(p
士

)= 尹(p )士 (了威牙万)
‘

了云
D 。尹(p ) + N

·

0 (h
名

/ e) (5
.

12 )
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1
_

_
_ _

_

肛 _
_ _

尹
’

(p
‘

)‘尹
‘

(p )士
、

玄 (了刀(
二 i) )

‘

7 言D ‘)尹
’

(p )+ 0 (h
‘
/ e) (5

.

13)

证明 只需证明

注3
.

1即可得证
.

p
一 p 一士奋

(了

丽
)
了

尖 + O (护 / 了万)
,

将各函数在p 处 T a y lor 展开
,

再由

有了上面展开式
,

可着手勺(G O) 的估计
.

将有(G O) 分解为二部分
:

幻(G O) 二有
r

十 : , “ (5
.

1连)

其中
‘ , r

一吞马
一 {r

“

甲
, 一 : + r ·平 , “(, 一 ‘

,

j)+ ”‘扩
, 十, s (j一 ‘

,

, + ‘) }

‘i“= ‘E i
一 ,

{ ,
一

犷z
一 , + 。

。

犷
,
s(j一 1

,

j)+ 。+ 夕, + 1
5 (j一 1

,

j+ 1)}

首先估计 : , 尸 ,

将(5
.

1 0)“(5
.

1 3 )代入(5
.

1 5)
,

并将e x p(一a : h / 2)和e 二p(a + h/ 2 )展开
,

得

(5
.

1 5)

(5
.

1 6)

, :一最
十

含

E,
. : {〔一〔办俩))

!

矢
、 . _ , 、

h
,

e x p ‘一p , + r 、p 少万、厂
“ 一

+ 。’e x p ‘一 “p ))

, 、 .

I l h 、, 一 , 、 , , 、 _
.

,
‘

、 _ , _ 、 ‘ _ 一
,

L。
’

一 “’) “x p 七一 p ) +
一

玄
一

气万)
r、p )仁‘a

一

)
‘

+ La ’ )
‘e x p L一 么p

川尸 ,

、
.

h
_ , 、 , . , , _ 、 、

一
,

+ L一艺h p e二p ‘一冷少+ 万 r Lp 少La
一

+ a 一 e x p‘一 艺p )月
、

冷 ,

一 h,尸(p )e x p(一 p )平
, 即}+ N

·

仅h,

)

分两种情况讨论
.

( i ) 当了万《c h时
,

(5
.

丈7)化为

(5
.

17 )

· :一最
E , 一 :

{一〔(。(、) )
,

矢+ a , p h〕甲 , 一 2入p平 s ‘}e二 p(一 p ) + N
·

0 (h
Z

)

利用
才

, 一〔:
,

+

绝
二Z 互: :

e二 p

习 e
(去乒

了

丽
一、而

)司 (5
.

1 8)

z, 二 一 冬(
。十

~

旦二)

住
、

q

b ‘= b(q
‘

/ g 一 a)

了刀(、,) 一 了b(两)一O(
“)

,

(了 刀向了)
‘

-
b(二 , )

“了入劝
+ O (e)

(5
.

1 9)

(5
.

2 0 )

(6
.

2 1)

·

; 一“ · E 。

(二, )‘了灰动{警
(, , ‘ / 。,

一) + (6 , +

黔
)一

一

孟(
“, +

叮
一

)(
一 + 、, ,

/ 、, )
}
z , + 、

·

o (*
:

卜*
·

o (*
:

)
(5

.

2 2)

(11) 当 了 e 》c h时
,

由a 士 = a , 士ha , ‘

/ 2 + O(h. )
,

及注3
.

2
,

可将(5
.

1 7)化为

·

卜 一

补
一

l{[
一 (了

确
)

r

炎
一ha, p 一

髻a,’
, +

髻
+ 〔一2 ‘。一‘:· , 矛

。

(。)〕才 , ,

一‘: ,
。

(p )牙, ·

}
+ o ‘“

2

,

a , ‘p 一龙
矛
‘

(p )“
h , _ , ,

]
附

将(6
.

1 8 )及

平
, 一

沙味汽
(, ; 一了

一

、)“
, + (
六

(了 , 一了 。)
了

+

六
(了 , 一了 6 ),) z1

一
p

陆鱿
(“万

一“一dt

〕

代人上式
,

利用(3
.

10)
,

有
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2 _
_ _ _

肛
_ _ _

肛 _ _ _

叮 = 一肛与 (幻) 理〔一 7 了 (了b’)
‘

一7 万a, 了如移
‘

+ 〔一 2

岁专
了、、+ * ,

一〕z , 尹 + , , Z , ,

* + 0 (”
:

)

将(5
.

1 9)
,

(5
.

2 0)代入上式
,

可得
:

卜一 。(夕, Z , ‘)
‘

/ 夕,
E0 (二 , )+ O (h

,

) (5
.

2 3 )

于是(5
.

2 2)
,

(6
.

2 3 )给出

: ; 一丁o (
人’)了万/ 人 (当J , ( “万)

t 一 ‘(P , 2 5 ’)
‘

/户s
EO (二 , ) + O (h

,

)
(5

.

2 4 )
(当了 8 》e h)

现估计勺
口

一由(5
.

1 6 ) 易见
,

当 了 云《ch 时勺二N
·

O (h勺
.

对了 e > ch 的情况
,

利用(3
.

12 )
,

(5
.

11) 和

犷(x,
: :

)在二, 处的展开式
,

得
‘

r

卜eE 声‘h叹p )+ O( 肛)

= e

(P sZ , ‘)
‘

/ p ,
E0 (戈 , ) + O (丙

2

)

于是由拐 ; 14 )和 (民 2 4) 我们可证明

定理5
.

4 !
r抓‘0) !‘

c N 矿 (界簇j成J一
;1)

由定理 5

一
5

,

4, 得到 (君
,

4) 的截断误差估计

定理 5
.

5 }
r

,(的 }《
c N 护 (1 ( j( J 一 1 )

六
、

一 致 收 敛 性 定 理

通过上一节的截断误差分析
,

我们可 以来导出解的二阶一致收敛性结果
.

定理 6
.

1 若u( 句 )和“ ,分别为 (1
.

1) 和(2
.

4) 的精确解
,

则存在一与
。无关的常数M

,

得

!
。, 一“(二 , ) !镇Mh

竺

(i= 0
,

1
,

⋯
,

J )

证明 作比较函数甲
, “坷犷

,

则由(3
.

2) 和性质3 (i i)

R ‘* ,

一最
‘r

一
+ r ·

+ r ‘
, , ,

二 2 (b
一 g 一

+ b
+ g +

)切,

> 印, N (当h适当小时)

由定理5
.

5
,

知

{R
h u (劣, )一R 派u , }= !

: , (。) }(
c N h

Z

故当h适当小
,

不妨设h《
c , ,

可选取M
,

使

}R
而“(戈 , )一R 蕊u , }《尹甲, (j, 1 ,

⋯
,

J一 1 )

而 }u( 二, )一u, !( 物 (j = O
,

J) 显然成立
,

故 由定理3
.

1
,

有

lu( x , )一u, l《甲, = M犷 (j= o ,

1
,

⋯
,

J )

当h)
c ;

时
,

由
u (二 , )及

u , 的一致有界性 (见 (4
.

1 )和 (3
.

3 ))
,

有

.
u (x , )一u , !《c《c /

c
;h

艺= M h2
.

证毕
.

定理6
,

1表明差分格式(2
,

4) 是关于
“
一致收敛的二阶格式

.
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