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摘
.

要

应力客观速率是有限变形力学中一个十分重要的问题
,

本文利用非线性几何场论方 法
,

推 导

出拖带坐标系中应力客观速率公式
,

并应用新公式计算了拉伸
、

拉伸与转动 复 合
、

简单剪切大变

形问题
·

通过将计算结果与用 J“”m an ” 等其它应力速率计算的结果进行比较
,

说明了本卒所 得
结果是合理的

.

一
、

引 言

应力客观速率在 有限变形力学中占有相当重要之地位
.

近年来
,

就应力客观速率的表达

式引起许多争论
,

这些争论之起因主要在于对有限变形的参考系存在着不 同的观点所致
·

有

关应力客观速率
,

目前已有几种不同形式的定义
,

但常用的是 Ja o m a n n
应力客观速 率

.

另

外
,
G r e e n 一

N a g hd i 应力速率
〔‘〕
租 T r “e

sd
e n 应力速率

〔5 〕 也在文献中经常出现
.

尽管这些

客观速率的表示形式不同
,

但其意图 皆在保持变形过 程 中 应 力 速 率 的 客 观 性
.

近 期
,

A tl u r i〔
“’
对此问题进行了较详细的评述

,

并提出了他的观点
,

企图解决这些争论
.

在本文中
,

作者应用拖带坐标系描述法和变形梯度和分解定理 (速率形式 )” 〕,

推 导 出

了拖带坐标系中应力客观速率的表达式
,

并应 用新公式求解了拉伸
、

拉伸与转动复合
、

简单

剪切大变形问题
,

最后将本文结果同各家理论所得结果进行 了比较
.

二
、

现有应力客
一

观速率的简评

令「指形变梯度
,

L指速度梯度
.

L可分解为两部分
:

O为对称部分
,

W

对称部分为形变速率张量
,

反对称部分为转动速率张量
.

L= 片F
一 1
二 D + W

根据极分解定理
,

可以定义另一种形式的转动率张量
:

Q = R R T ,

F二 V R = R U

设 仃为变形后位形上定义的 C a
“ hy 应力

.

应力的 Ja o m an
n (J) 速率

,

(G N )速率和 T r
此

sd e ll (T ) 速率可分别定义为
:

甘J二方一W 仃 + 仃W

为反对称部分
;

(2
。

1 )

(2
.

2 )

G r e e n 一
N a g hd i

(2
.

3 )
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V G N = 方一Q叮 + a Q (2
.

4 )

V T = 亡一 Lo 一。L矛 + 仃tr (D ) (2
.

5 )

应力的 (J )
,

(G N )
,

(T ) 客观速率表达形式 虽异
,

但其间有相互联系
,

它们分别 依 据

C a o e h y 应力a ,

无转动 C a u e hy 应力T 和 P io la
一
K ir e hh o ff 应力S 来定义 的

,

这三种应力

定义 的关系为
:

a 二 (1 / J )FSF
r (2

.

6 )

T == (1 / J )USU = R r 口 R (2
.

7 )

其中
:
J = d e t( F )> 0

.

以上三种形式的应力速率定义
,

都是建立在同一假定基础 上
,

即 通

过施加一刚性转动
,

可得从一个位形到另一位形的变换
,

设X
,
X补 表 示 两相邻位形中对应

点位置则
:

X 补== a (t )+ R (t)X (2
.

8 )

其中a( t) 代表刚性平移
,

R (t) 是表示刚性转动的正交张量
.

显然
,

在变形体上施加刚性转 动

是欠合理的
,

它并不能真实地体现客观存在于变形过程中的变形转动
〔“ ’.

以上三种应力客观速率哪种表示更为合理 ? 如何选择使用 ? 对此许多研究者从理论上和

通过实例验证进行了讨论
、

分析
.

B az an t[ 3 ’指出
:
J“m an

n
速率是客观的

,

但没有同它 相

藕合的有限应变和有限应变速率
.

而 Jo h s o n 和 Ba n m a n n t “’
则强调

:

由于 Ja u m a n n
应力

速率的不稳定性
,

它是不能被接受的
.

最近
,

M ol e n k a m p 在文【7〕中专门讨论了
“
Ja u m a n n

应力速率的使用界限
”

问题
,

指出
:

对于应变偏量大于 10 肠 的中等变形
,
Jau m a n n

速率是

不精确的
,

而由极分解定理得到 的应力客观速率 (G N ) 在 此 情 况 下 更 好 一 些
.

W
.

C
.

M os s ‘8 ’
通 过简单剪切大变形间题的分析得出结论

:

这三种应力速率都存在有解的非单调性

与非稳定性问题
,

对于物理问题所获解的不稳定性
,

主要在于描述物理模型所用的数学结构

上的不合理性
。

用拖带坐标描述连续介质变形场
,

是当今被认为是一种合理
、

正确的方法
,

我们将抛弃

以上用假定附加刚性转动来推导应力客观速率的方法
,

直接利用拖带坐标系中应力的定义来

导出应力的客观速率公式
.

三
、

拖带坐标系下应力客观速率的推导

在实时 (当前 ) 位形上
,

当地拖带系尸的坐标面包围的微元面 AB C
,

其面积为
:

d A ~ d a ‘g ‘ (3
.

1 )

1
a a ‘二

一

万“
’“a x

‘“ x
-

d a ‘

为面积的一阶协变分量
,
g
‘

为基矢量
, 。‘, 。

为置换张量
.

在该面上作用的内力 (合力) 矢量为 T
,

应力矢量为丫
,

应力张量的分量为a “ , a 认
,

沿拖带坐标系应力可定义为
:

T = t d A 二 o ‘da
‘= J ‘了d a ‘g , = J 二犷d a ‘g j

(3
.

2 )

以拖带系现以实时 位形 为基准
,

来考察内
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」 去

尸奥扣
产�砂

图 2

力矢量T 对时间的变化率
:

卞= 云二梦d
a ‘g J + a 乙了‘

a ,

女, + 。二梦

上标
“

·
”

表示
“ d /毋

” .

又因为
:

g ‘
·

g , = d ;

两边相对 了求导数得
:

一

彭
·

g , ~ 一 g ‘
·

自
,

_
, .

a l 口r \ 口V
又 如= 金《公三

一

}一二公
一

= 尸 11, 9 :

~
。 J a八 a戈 , , 口x , “ J

子

d序; 9 , ( 3
.

3 )

( 3
.

4 )

( 3
.

5 )

) 肠表示相对于 g ‘的协变导数
。

由以上关系有
:

g , 二一犷夕{j
: g ‘ ( 3

。

它)

求d 凉‘可通过以下途径
,

据 ( 3
.

1) 式
,

将两边求t的导数得
:

l a
, 、 , . , ‘

一

1
。

口
,

a “‘== 飞 价 “‘

川
a x

‘ a x
一

= 万
O “ , 诊t、丫 g ) a 义

‘ “万
- ( 3

.

7 )

由于

口 口
,

品斌
。一 J

,〔91
·

( g
: ‘ ga )〕二犷‘l‘斌 。

_
_

·

‘3
·

.

8 )

故 d d ‘二犷‘
11
:

da
‘

- ·

( 3
.

9)

将 ( 3
.

6 ) 和 ( 3
.

8 ) 式代入 ( 3
.

3 ) 中
,

即得
.

卞= (云; : + a : :厂
‘11:一 a ; ;厂‘11, ) d a ‘g , ( 3

.

1 0 )

据 S 一
R 定理的速率形式

仁” :

尸 l户粼 泌+ 皂
,

尸 卜= 翱
一

(a. 妞 )

其中
:

夕;为以实时位形为基准的有限应变率
,

上l‘浮为以实时位形为基准的转动速率
,

代入

到 (3
.

1 0) 式得到
:

t 二〔己 :一 a ; l夕卜
a ; ;夕l」d a ‘g , 一a ‘矛L 7吞渗

一

面
‘9,

‘
二一 : .

( 3
.

1 2 )

上式最后一项表示整体转动的影响
.

注意拖带坐标系的一个重要性质是以实时位形为基准
,

整体转动对T的影响成分系非本质部分
,

应消除
.

设尸通刀C微元体作整体转动 (如图3 )
,

A B C

面上的力矢量T相对尸A B C不变
,

则T因整体转动改变的成分为l ⋯
_

- -

卞
。 = L浮x T二 L侈x a , i d a ‘g ‘

:
一

(多
·

王3 )

不难证 明
:

t一
a ; ; L‘l浮d

a ‘g , = 一 a : 下L下二诊d
a ‘g , ( 3 一 4 )



图 3

式化成物理分量的形式

公式
:
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消去整体转动影响项后
,

找出真应力速率为

V 二; 二 云盆l一 口二;万{+ a 盆: S 尝 (3
.

1 5 )

V 毛l由下式定义

卞
。

= 卞一卞
a
= v 二IJ

a ‘g , (5
.

1 6 )

同理
,

若利用应力二阶逆变分量的表达式
.

则有

V ‘, 二合‘了+ a “S {+ a ‘夕5 1 (3
.

1 7 )

考虑到拖带坐标系的基矢一般非单位无量纲矢量
,

若保证应力速率正确的物理量纲
,

需将 (3
.

1 5 )
、

(3
.

17 )

(有关应力物理分量定义见文〔9〕)
,

最后得客观应力速率的物理分量

令冲剐 一厅;泞{+ 母;夕l

令‘, == 乡“ + 云“夕{+ 斤
‘,夕;

从以上公式及推导过程可见
,

影响应力速率的因素有三部分
:

(3
.

1 8 )

(旦
.

1 9 )

一是应力自身的变化率
,

二是由于位形 的改变 (即基矢变化 ) 而引起的应力的变化
,

三是因为作用面面积的变终而对
应力变化率产生的影响

.

为了更清楚地 理解本文关于应力客观速率的定义
,

这里还应就以下

两点加以说明
:

其一是在拖带坐标系中的应力客皿速率的定义中应排除整体转动项的影响
,

‘即张量形式应采用 (3
.

15 )
、

(3
.

17 )式而不采用 (3
‘10) 式

,

篡二是采用物理分量形式而不采

用张量形式
,

这在物理意义上是合理的
.

拉伸与转动复合大变形问题是验证以上两点的典型

算例
,

只有应用 (3
.

18) 或 (3
.

19) 式
,

才能得到正确结果 :
_

_
‘

’

在实际应用 中
,

对应力率求积 分时
,

应采用应力的普通 (物质) 速率
,

即
:

△“‘一{了
△

“,少

或
:

(3
.

2 0 )

△“‘, = {
.

各‘, d ‘}
八t表示时间增量

.

而对于非线性弹性力学 构成物性方程的是应力的客观速率 习
,

即
= c

:

亏

}

,(
V

或 (3
,

2 1 )

令}= C }}夕孟
,

令
‘’= e “ “‘

夕
* ‘

二者不可混淆
。

、
_

-

一 四
、

实 例 验 证

1
.

单向拉伸大变形
、

(爪面形变)

设运动变换函数为
:

‘

公 ;

尸二 (1 十句分
,

x “二扩
,

x
3

‘砂

其中X
‘
为固定坐标

,

尸 为拖带坐标
, t二 0, 砂 == X ‘.

、

’

变形梯度
:

〔“〕一

口言
‘

〕
,

〔F 」
一 ‘

二
一

〔
1 / (1 + 功)

0
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度规张量
:

。。。, : 一

「
(1 + 功)

“

0

速度梯度
:

〔犷乡, 〕= [F 〕= [犷‘
!}

,
子
一 〔尸〕

一 ‘

〔“, 一

l

.

价
1 + 功

0
j

nU�0
,

山
.

nU

物理分量
:

二 [夕}
、

别

..JnU八U价
1 + 功

0

产
。

l.k

一一
JJ户

由物性方程
:

“ ; 一Z G

(
“:“, + V

一

1 , 2朴

上式中G 是弹性剪切模 量
, ”
是治松比

.

结合应力客观速率公式 ( 3
.

18 )
,

可得
:

令; 一

号
一 ( 2‘ + “)‘/(l + , ) (“

2拼I巍
, )

; 一

管
: 一 蹂

,

+ 合委娇/ ( 1 十功) = 几娇/ ( 1 + 功)

+ 云璧娇/ ( 1 十功)二几笋/ ( 1 + 功)

令; = 0 1特 j

解以上微分方程并考虑初始条件
:

口 ; l
‘一 。

= 0 ( f
,

j= 1 , 2
,

3 )

得到该间题的解为
:

创 = (2 G 十几) I n 丈1 + 功)
,

吞呈= 厅聋= 久 创 = 。 i护j一丈砂
.

苗
J

�
+

,上

简单拉伸是大变形问题巾最简单一例
,

但该例可较清楚地 说明应力客观速率的意义
.

从

t= 尸位形变形到 t二 t, 位形
,

砚 的作用面未变
,

而斤委和创 的作用面增大
,

即
:

月石= (1 十功) A宝
,

A孟= ( 1 + 功) A 盆
,

A f= 且全

大变形理论是一个准确理论
,

它将微元体几何形状的变化对应力度量的影响 已自动 计

入
.

当变形微小
,

功《 1 ,

上面应力公式化为小变形结果
.

严格说来
,

小变形弹性理论的虎克定律
,

因不考虑在实乒受力条件下本身几何形状的改

变
,

变量仅是定义在形变前位形上
,

所以全量形式的应力
户应李养系并不完 全适 合 于 大 变

形
.

增量形式定律以瞬时位形为基准
,

便可 以适当应用于大变形过程
.

但仍有一些理论问题

需要更深入探讨
。

2
.

伸长与转动复合大变形问题 (平面形变 )

设运动变换函数为
:

X 冬二 [ l + 功( t )」
c o so ( t ) x , 一 s in o ( t ) 戈

2



功。 尚 勇
~

陈 全
一

达

X Z = [ i + 功(t )〕
s in o (t )x , + e o s s(t )二

2

X 吕= x 3

其中
:

功= 价(t )为xl 方 向伸长量
,
0”火t) 为转动角

.

变形梯度
:

〔F , 一

[

〔F 〕
一 ‘ =

一 s‘
登
口
1

C O S 口 -J

sin o

1 + 价
eo so〕

度规张量
.

必+0
唯工

一l.
.L

[ g ‘, 〕==

速度梯度 .

〔厂‘,

卜 l
一夕(1 + 必)

s立n 沙+ 必
。0 5 0

,

夕(i + 诱)叻
s口+ 妇

n 口
,

、

一

)州 1
一口场I U 口 -J

价
‘

1 不班
-

(1 + 功)8

口
-
-

1 + 价
气

厂...七

一一
nJJ

了厂r
.J

化成物理分量
:

〔广
‘
”,

卜 l
功

1 十功

口

一O

〕
应变率物理分量可表示成

:

、...砂八U�nU
�,

口

尸一+
八

一‘.几
‘..七

[ S ;〕=

到此不必继续求解即可看出
,
该问题可得到与单纯拉伸大变形例同样的结果

,

整体转动

对拖带坐标系中的解无影响
。

从以上二个基本例已看出客观应力速率公式导出和经验符合的结果
。

3
.

简单剪切大变形
~

(ee 性解)
t

_
_ 一

了
脸证不同形式的应力客观速率公式 , 基本上都采用简单剪切大变形这一典型算例

.

不同

尹一。扮
、

一一沙片卜|队队匕

从从从% ///

///
月月丫丫

尤 ’ ,

交
’ .

工 ’
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的应力客观速率定义
,

得到不同的结果
.

设变换函数为
; (平面形变 )

X l = x l + k (t )劣
2 ,

X
Z = 劣2 ,

X , = 劣s

其中
:

_

吞(t) = tg , (f)

变形梯度
:

-

一

k (t)
,

[F ]
一 , = 「

‘ 一参“)1
L 0 I J

度规张量
:

〔F : 一
〔:

-

:。‘, : 一

〔;
-

〔。 ; , 〕一

〔:

k

1 + k
Z

速度梯度
:

.�

飞!件�

〔: ·}}, 〕一 〔二 : 一〔厂 ; , 〕一
L 〕

化成物理分量为
:

〔夕“‘,卜「
0 甸双

一斌
1一2

!
卜卜.七

伞变率物理分量为
:

山 〕二

儿

1 + k么

1 为

厄
一

万1干平
~

0

利甫公式 招
. :

1 8) 整理得到
:

黔、乡
。:甸二可

,

等
一
通谙脚、、*

蓄
一 G “/ 、 1、、 +

一

吞
“,“/ 斌 1 千‘

-

一

管一“
/ 、

一

r、、
一

+

静
:‘/ 、 、秘

令 d万= d k/ 斌 l
秘

「 ,

求解以上微分方程组
,

并利用初始条 件
:

粼 l。
. 。= 0

,

可得

以 == 沙卜‘ ( e x p [万/ Zj一 e x p [一万/ 2〕)

创 = 厅二= ‘ ( e x p [万/幻 + e x p [ 一万/ 2〕)一 2‘

将 万= 1n( 寿+ 斌 i干存牙 )代换
,

最后得到
:

。l一、; 一矶 ( k + 扩 i千蔫厄 )告+( k + 斌 1不牙 )
一

告一幻

。生= , 卜吼 (。+ 斌 一瘫
f )告一 (k + 斌

一

环牙)
一

朽

创在袱 t) 几个特殊点的值及创随袱t) 的变化规律曲线如下
,

由此可看出
,

封 和封 在 以 t) 小

时
,

相对于月 和月呈高阶效应
,

随着 , ( t )增大
,
厅;

,
舀釜逐渐和斤;

,

创 同阶
.

并且
,

本文利

用应力客观速率新定义所求该问题的解是单调的
、

稳定的
.

结果是合理的
.
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表 1

下(t)

码/ G

码/ G

勇
_

陈
_

至 达

方一, (才) 值
‘

3 0
“

0
。

0 7 6

0
.

56 6

一

工
一
下

7

叮 阵其一
一 些些丝 {

一

望竺- ⋯一兰竺色
一
-

’.4l ‘
{

2 .39 , } 竺丘甲

15’一0.0一0.2

奋I口

码 /G ‘战/ G)

15
j

30

图 6

‘

Z 娜
尸/ 、、叮乏

了5 8 5

/ G

/ G 、

y ( l )

,

9 0
,

,

吞一下(O曲线

五
、

结 果 比 较

在本文之前
,

许多研究者曾经提出一些不同的应力客观速率表达式
.

但这些表达式不能

合理地描述客观速率
·

为了得到正确结果
,

‘

应注意二个要点
:

( 1) 合理选择变形体运动的描述
.

在本文中
,

应力是定义在拖带 (嵌含 ) 系
,

使我们

可以描述其本质改变量
.

( 2 ) 刚体转动的概念实际上不能物体发生变形时
.

讨论变形体的非经典性转动概念可

参考文献 [ 1 1〕
.

附表列出文献中所见二些应招
观
腆雄

示式以供比校 (表2 ,
.
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