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摘 要

本文提出了经过修正的层流流动的流动稳定性理论
,

并在文巾给出平行剪切流中平均速 度的

一类修正剖面
,

使这种理论可用于研究平行剪切流的流动稳定性
,

指出了流动失稳的一条新的可

能途径了

一
、

RlJ 舀

18 8 3 年
,

R ey
n ol ds 首次通过著名的R ey n ol ds 实验指出了流体运动具有层流和湍流两种

不同的性态
‘”

.

然而欲对此现象作出物理和数学上的解释
,

却使最杰出的科学家们都陷入了
困境

.

R ey
n o

妞
s
当时曾说过

〔

叹
“

理论本身看起来已足够完全
,

也提供了几乎每种流体运动

情况下所需结果的计算手段
.

虽然很多情况卞理论结果同实际得到的相符
,

但另外的情况下

它们却完全不同
. ”

经过一百多年来的研究工作
,
‘

这种状况并没有得到根本改变
.

与问题 刚开始提出时的情

况相比
,

我们有了一些杰出的实验
,

显示出某些情况下层流到湍流的转变
,

或湍流流动本身

的某些重要特性 ; 多年来的研究总结
,

提出了一些理论概念
,

其中有一些得到 了 实 验 的检

验
.

但至今为止
,

对流动特性本身的观察实验还远朱完善 ; 要对流动的机理提出较完善的理

论解释
,

则更是还有一段遥远的路程
.

湍流的观测向流体方学家提出了两个性质不同的问题
:

一个是了解平滑流动着的流体中
:

导致儒流发生的原因
,

另一个是了解湍流充分发展时流体的性状
.

本文仅涉及第一个问题
.

层流流动失去稳定性是湍流发生的第一个阶段
,

这个概念是 1 88 3年R ey
n o ld s提出的

,

但

他归功于Sto ke
s(1 8 4 3 )

‘.

T ol lm ie nt 勿曾说过
: “

可以肯定流体运动形式的这种根本改变可以

在层流的不稳定性中找到线索
,

因为层流本身总是流体动力学方程可能的解答
. ”

本文讨论

剩于剪切流的稳定性问题
,

这类流动失去稳定性的物理原因非常难以捉摸
.

严格来说
,

平行

剪切流仅包括管道流动 (H ag
e
企 Pni se 。 ill e流动

,

图l) 和两平于说界间的流动 (平面c 。此tt e

钱伟长推荐
.
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了J (r ) = l一 r “ ) 匕- 止

、
蒜际流森

厂

/

仁 ;

玮

流动
,

图 21 平面P o ise u i一le 流动
,

’

图3 )
.

但在局部平行假设下
,

也可将边界层流动
。

本文不考虑边 界

一 ‘

图1

作为平行剪切流来研究
。

本文不考万

阶嗽黔撮而赢叔鑫
时

,

发现

目(夕) , 翻

图2 平面 C o u e tte 流动

, (, ) ‘ l 一夕
孟 匕

.

众

图 3 平面 Po l: e ullle 流动

办
体运动的层流和湍流这 两 种 不 同性

塔
,

并提出了一无 量纲 数 R 。= 。
a/

,

作为

从层流到湍流的临界判据
,

其中
“
为 圆管

中心的流速
, a
为圆管半径

, ,
为运动粘性

系数
.

这个无 量纲数被称之为雷诺数
,

它

是表征流动动力相似性的一个特征数
。

只

要选定有关的特征长度和特征速度
,

就可

以定义各种不同流动的雷诺数
。

对于圆管

流动
,

也有将平均速度和圆管直径选定为

特征速度和特征长度的
,

本文中采取前一

种定义
.

对于平面 Poi s
o ill

e
流动

,

则定义两平行边 界间距离的一半为特征长度
,

中心流速

为特征速度 , 对于平面 Cou
ett e

流动
,

定义两平行边界间距离的一半为特征长度
,

两边界相

对移动速度的一半为特征速度
.

R e y n ol ds 对圆管流动所做的一系列实验
,

从层流到湍流转换的临界雷诺数 为 1 3 0 0。〔毛’
,

此后有关圆管流动的实验
,

得到的临界雷诺教最低大约为 200 0 左右
,

最 高可以 沐
尸

到 10 ‘·

L e
ite (1 95 9) ( 6 ,

首先研究了人工控制条件下的扰动在管流中的发展情况
.

他的实验装置可以使

层流状态一直保持到R ‘二 13 0 0 0. 在这个范围内
,

L “ite 观察到小扰动总是衰减的
,

而且小扰

动在向下游的传播过程中
,
非轴对称部分的衰减比轴对称部分要快得多

,

因此非轴对称的小

扰动应比轴对称的小扰动更为稳定
.

同一卖验中
,

如对层流流动进行较大的千扰⋯(在管中放

入带有攻角的圆环
,

圆环可在轴向作周期运动 )
,

当刀
e 二 4 0 0。时

,

圆环振动的幅值 超 过一

定程度
,

管中即可出现湍流(K ‘e上h e (i吁6 ) [6〕)
.

F o X ,
Le sse n ,

B h a t (1 9 6 8 )仁”的实验则观

察到周向波数为l的非轴对称扰动是不稳定的
·

他们的实验装置可以将层流流动保持到R “ ==

50 00 以上
,

从得到的临界雷诺数为 2 1 30 来看
,
其扰动似已是有限振幅的

·

D a v is和W h ite < 1 0 25 )〔”
,

K a o 和Pa r k (10 7 0 )〔”以及Pa to l和H e a d (1 9 G9 )〔笼
。’的实验说明

,

对于有限振幅的扰动
,

平面 PO ise “
ill

e
流动在雷诺数为 1 0 0 0左右就变得不稳定了

·

另一方面
,

Ni
shok

a ,
Iid “和I“hi 冬乓w

a (1 9 7 5) 〔’

扣在低湍流度风洞中进行实验
,
他们把背景湍流度降低到

”
·

”“肠以下
,

可使平面P砰se 叭ll e

流直到R 弓产 8 ”。”还保持层流热态
·

背景湍流度越 大
,

不 稳

定出现时的雷诺数就越低
·

他们还在寒验中观察到了有限扰动的振幅门槛值
,

从而验证了非

线性稳定性理论的合理性一平面c“
e tte流的实验结果相对较少

,
R o b er ts o n (1 9 5 9 )〔

‘2 ’和 R e ic h a r d t(19 5 9 ) t ‘a’
的实验

观察到平面C。“et te 流动在充分大的雷诺数下成为湍流
,

虽然失去层流状态时霞诺数 的 准确

值难以确定
,

但R e io h a rdt 的实验说明其值在 60 。到 1 4 5 0之间
.

所有这些实验都说明
,

观察到的转挨雷诺数与流动中初始的二维和三维扰动的振幅和频

率有关
.

根据大量的实验事实
,

目前一般认为
,

自然条件下层流失去稳定性时最低的临界雷

诺数
,

对于管流是2 0 0 0
,

对于平面P o is e u ille 流和平面C o u ette 流则在 1 0 0 0左右
.



经过修正的偿流流动的流动稳定性问题(I)—基本概念和理论 n ?

.

流动稳定性理论是人们试图解释层流流动失去稳定的机理 的一种尝试
.

虽然 目前分岔理

论
、
浑沌理论都开始崭露头角

,

但流动稳定性理论仍然是人们用来研究层 流到湍流的转换过

程的主要手段
.

曾有人 对N av ier
一
S to k e s方程是否足以描述湍流运动提出疑问

.

但从 物 理概

念上看
,

N a vi e卜 Sto ke
s 方程似乎已足够全面地考虑了问题

,

因此疑问从未得到证 实
.

流动

稳定性理论仍基于N a vi e卜S to ke
s 方程

,

它讨论层流解的稳定性
,

其失稳的条件也即 湍流发

生的临界条件
。

对于粘性流体的二维平行流动
,

S q ui oe (1 9 3 3) 〔’‘’
通过考虑在流向和横向都呈周 期 变化

的扰动
,

证明了二维扰动总是比三维扰动更为不稳定
。

从而
,

O r r 一 S o m m er fel d 方程 的求解

成为粘性流体线性稳定性理论的主 要任务
.

这 个 方 程 是分别 由 O r r (1 9 0 7) 和 S o m m e r fel d

(1 90 8) 给出的
,

他们假设扰动流函数具有形式
‘

协(劣
一 g , t)二功(夕)

e x P [ia (劣一‘t)丁 (1
.

1 )

其中c = c ,

+ ic . ,

其虚部自即决定扰动是放大的(“ > 0)
,

衰减的(c ‘< 0) 或中性稳定的 (c ‘二 O)
。

这种扰动也就是所谓T o llm ie n ‘
S e五lie htin g 波

。

人们最开始将这种理论应用于平面 C。够tte 流动
,

未能得出临界雷诺数
,

以至于怀疑这

种方法是否可以用于研究转挨问题一 H ei se nb er 以 1 9 2 4) 【‘. ,
在其博士论文中克服了数 学 上的

难题
,

特别是 与临界层 (在该处
u = c) 有关的困难

,

证明了平面 Poi s
eu ill

e
流动在大雷诺数

下是不稳定的
,

这是平行剪切流粘性不稳定性的第一个真正正确的计算
.

T ol lm ie城 19 29 )「
‘们

证明
,

必须考虑曲线的逮度剖面 (d 么u/ d犷祷 0) 并在壁面附近和临界层 (扰动波的传播速度 与

平均速度相等之处 ) 考虑粘性
.

他的预计及 S o hli 。址i鳍 的计算
,

得到了在边界层流动中第

一个被实验所证实的临界雷诺数
,

T ol lm ien
一

Sc hl 祝ht ing 波的 命 名 也 由 此 而来
。

林 家 翘

(1 9 45) 〔‘, ’
在求解O rr

一

S o m 也er fe ld 方程时
,

从数学上圆满地解决了具转向点钓高阶微分方程

渐近解问题
,
给出了平面 Poi 加ui lle 流动和边界层流动的中性曲线和临界雷诺数

,

并从物理

上解释了粘性对于稳定的双重作用 一粘性既能耗散能量
,

使扰 动衰减 ; 又能通过雷诺应力把

主流的能量传递给扰动
,

使扰动增长
.

后来
,

又发展了很多利用 电子计算机求解 O : 卜 S o m
·

m e r fe ld 方程的数值解法
,

但至此
,

线性流动稳定性理论有关的数学问题 已得到了较 好的解

决
。

线性稳定性理论也有其固有缺陷
。

‘

首先其结果与初始扰动的幅值无关
,

在特征值问题中

这是一个任意常数
。

其次
,

不定常的扰动或永远放大
,

或永远衰减
,

.

与观察到的现象并不相

符
.

所得到的临界雷诺数通常都大于实验观察所得
,

当实验是在自然条件下进 行 时 尤 其如

此 , 而且
,

线性稳定性理论无法说明平面C 。
此 tte 流动和圆管Poi se叭n e 流动失稳的机理

,

至

今为止
,

对这两种流动的线性稳定性分析都只能得出稳定的结果
。

R ey 助ld 破 1 8 8 3年就指出了有限振幅扰动的重要性
,

他猜测扰动振幅有一门槛值
,

超过

此门槛值就会引起不稳定
‘
然而非线性流动稳定性理论的基础可以说是L a

nd “ 在 1 9 4 4 年奠

定的
〔, sJ

.

L“d a u
提出了现在称为弱非线性理论的方程

。

他认为扰动的主 要模态的幅值 A 满

足方程

旦
一

l
~

』二~

d t
2口】A I

名一l}A }
‘

(1
.

2 )

I即为所谓 L an d au 常数
.

当l= o
,

方程相当于线性理论给出的方程 ; 当 l斗。
,

方程右边 的第

二项考虑了非线性的影响
。

令方程(1
.

2 ) 的右边为零
,

可得到振幅的临界值 A
口 , .

当叮< o
,

l< 。
,

儿
,

称为振幅门槛值
,

扰动振幅一旦超过 A
。 ,

就会增长起来
,

产生所谓亚临界不稳定
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(s “b c r itic a l io s ta bility ) , 当a > 0
,

l> 仓
,

瑞
,

称为振幅平衡值
,

扰动振幅将会趋于月
。r

值
,

得到所谓 超临界稳定 (S o Pe
r o r iti ca l otab ili ty)

。

扰动振幅A 与 A
。 ,

在这两种情况下的相互

关系在图4中表示出来
。

超临 界

11月 {’

亚临界

1月
。,

}
之

二二二二

a 、 0

才二
一

O

2 / }IAI
’

蔫公之, 一 一 」l月
。r

叮< o

f< O

图4 扰动动振幅临界值

M e k sy n 和S to a r t(r9 5 1 )‘
’。’
讨论了平面尸0 1洲妞1。流动中平均流动秘扰动通过雷诺应力的

相互作用
.

他们同时求解平均速度的微分方程和伍卜So m m er f时迁方程来决定平均流动 和扰

动
,

得到了雷诺数和扰动振幅门槛值之间的关系
‘

这种方法没有考虑谐波的产生及其相互作

用
.

切砚
. u 通过他钓方程预示了非线性扰动发展的特征

,

但他并没有讨论方程如何 导出
.

真正从偏徽分方程组中导出 L幼d au 方程 的是 F al , t鹤 , ( 19 场0
,

对 B‘n . rd 问题 )
,

S扭时t 和

W时。眼
【“‘’(l 9肋

,

对于平行流动 ). S t梦ar t和W 袱, p的方法是基于FO。氮。分折和以振幅为小

参数的一种渐近方法
,

普追认为这是一种说明偏离中性不远情况下流动稳定性问题的弱非钱

性理论
,
其方法考虑到了谐波的产生和其相互作用对平均流动和基本扰动模 态的扭 曲

.

自

1口6 0年以后
,
许多种流动的Lan d a 往方程相继被导出 、

O
r二ag 和Pat e 邝 (19 83 )【脚提油 了一种二次失稳的概念

.

他们认为流动的失稳过程分为

三个阶比 (l) 基本剪切流动的线性失稳 , (2 )初始不稳定的非线性饱和
,

形成第立种流动 ;

(3) 第二次 失稳犷即第二种流动的线性失稳
。

林家翘的理论描述了第一个阶段的失稳 过 程
,

S恤rt 和w a ts o n 则说明了第二个阶段
.

0 : sz 鳃 和P毗e扭 假定第一次失稳由二维扰动 引起
,

二维扰动达到平衡
,

这时无限小的三维扰动会弓I起这种平衡体的强烈失稳
,

其失稳特征尺度

可与实验相比
。

H 。饰 r七(玲8 3) 〔2 3 ’提出了与此类似的次谐波二次失稳理论
,

他所研究的三维

扰动的波长是二维扰动平衡体波长的二倍
。

在平行剪切流的三种基本流动中
,

仅平面 巧认
e协11加流动在进行线性稳定性分析时具 有

临界雷诺数R e 二 5 7 7 2
.

2 ,

而平面C。铆 tt e
流动和圆管尸。1

5 。‘妞肠流动都是线性稳定的
.

所有的

非线性稳定性理论 (包括二次失稳理论 ) 都是建立在线性稳定性分析的基础上的
,

因此各种

理论对于平面Po is e ui ll e
梳的结果较为完全和

·

统,
,

而对于平面C叫耽te 流动和圆管P棘秘u
讥。

流动只能有某种假定下的结果
,

且最后的结论也不一致
.

对于圆管 P说se 硕狠流轴对称有 限

振幅扰动的研究
,

D av ey 和N g ‘yen (1 习n 丫封
’以及It 劝么又19 7 7) 〔2”’

就得出了相反的结果
.

非线性系统当参数改变时由已知解的不稳定性所产生的所有解的定性性质可由分盆理论

给出
,

所以
_

在流动稳定性问题中应用分岔理论有其优越性
。

目前这种方法在C窃此土te
一
T妙如

r

流动的研究中应用较多
.

平行剪切流中的三种基本流动用分岔理论的概念来解释属于三种类型
.

也就是说分岔解

与基本解的交点位置在概念
_

_

匕可有如图 5 所示的三种情况
.

流动非线性稳定性理论也是一种基于线性理论的摄动方法
、

线性理论所得出的临界点实

际上就是分岔点的位置
,

而非线性理论希望找出分岔解实际的临界位置
.

因此在分岔点位置

和实际的临界位里相差较远时就会发生困难
,

故人们称之为弱非线性理论
.

这里实标上也包



经过修正的层流流动的流动稳定性问题( 1 )—基本概念和理论

圆管Po iseu i巨l。流动 平面Po ise u ille流动 边界层 流动

尼穷远分岔问题 亚临界问题

生 压R , ,

R.
, 、

超临界问题

图 5

含了这样一个假定
,

那就是假定这两个位置的差别是由于非线性的影响而产生的
.

很多用于

平面Poi s e瓜ll e
流动有成功倾向的非线性理论

,

用于圆管Poi s e叭l1e 流动时却得不到预想的 结

果
,

这显示了无穷远分岔问题和亚临界问题质的区别
·

而过去很多流体力学家都把这两类问

题看作一类问题
一

亚临界问题
·

1 97 9 年
,

R os e
nb la t 和 D av is

〔2 “’提出了无穷远分岔的概念
,

他们通过简单模型方程的分

析
,

指出在无穷远处分岔的那个解分支和线性化方程所确定的特征函数是二类不同性质的函

数
.

一维非线性扩散方程

口幼 1
—

- - -

一 二二 一
口t 拼

二斗 + 沪一沪
O劣

一

a
Z u

0 < x < 1 (1
.

3 )

u( 0
,

t) = “(l
,

t) ~ 0

其线性化近似方程

(1
.

4 )

l a 2“

拼 口劣2

= u (1
,

t )=

O< 劣< 1 (1
.

5 )

(1
.

6 )

的解为 乙
c o e x p

n Z兀Zt

拼 〕
s‘n ‘n“ , (1

.

7 )

一一t)t)李u(0,u(si

而我们寻求方程 (1
.

3) 的非线性定常解
。= 1 / 拼

u 二召“:

(劣 ) + 。2“: (工) + ⋯

则决定
“; , u :的方程为

(1
.

8 )

(1
.

9 )

衅 十 “贾” o ,
气 (。)‘ ul 《1 ) , o

_ 、

(1
.

1 0 )
_

此 十2气、 , 时
, “以0) 井叫 1) 终仑

、 _

(1
.

n )

我们清楚地看到
,

线性化方程的特征函数是三角函数
,

而非线性方程无穷远分岔解的特

证函数是椭圆函数
,

这是二类完全不同的函数
.

然而
,

在流动稳定性弱非线性理论中却正是
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以线性化方程的特征函数为基础来研究非线性扰动的平衡解的
,

因此对于无穷远分岔问题这

种作法是不合适的
。

周恒 (1 9 8 2) 〔“, ’
对弱非线性理论作了发展

,

他把摄动的起点改在由于非线性作 用 已 经扭

曲了的层流速度剖面上
,

对平面Poi se ui n e流动得到了比前人更理想的结果
.

从分岔 理 论 的

观点来看
,

可以说周恒的方法是一种扰动分岔理论
.

在他的方法中
,

扰动的基本模态已不再

是未变形前O r卜 S o m m er fe ld 方程的特征函数 了
.

G ill(1 9 6 2 )〔
“8 ,
根据L o ito t 后,的实验

,

对圆管户
o is e u ill, 流动失稳的机理进行 T 讨 论

.

他认

为
,

对平均速度值改变很小
,

但对其曲率改变有限的扰动是流动失稳的主要原因
.

我们可以设想
,

平均速度的某种修正对于流动的稳定性性质有着重要意义
.

即使在 困难

最大的无穷远分岔问题中
,

如引入合理的修正剖面
,

线性化特征函数应更接近问题本身的特

征函数
,

从而有可能得到更好的结果
.

为寻求这种合理的修正剖面
,

我们可借助于量子场论中的重整化概念脚
’.

量子场 论 在

应用于一些物理过程时
,

最低阶的近似结果已根当符合实验所得到的结果
.

但为了求得更精

确的结果
,

作较高阶近似的计算
,

得到的结果却总是无穷大
。

以量子电动力学为例
,

计算中

所出现的无穷大在物理效应中只表现在两个方面
:

一个是 电子的自能的改变
,

亦即电子的静

质量的改变 , 另一个是电子 电荷的改变
,

亦即电子与电磁场之间的相互作用常数的改变
.

实

验所观察到的 电子的质量是电子 的全部质量
,

一

实验并不能区分在观 察到 的质 量 中
,

’

哪一部

分是电子固有的质量
,

哪一部分是电子的电磁质量
,

亦即由于与电磁场相互作用而产生的电

子自能
.

因此
,

在理论上应将电子的
“

固有
”

质量和电磁质量合并起来
,

作为由实验所观察

到的电子的质量
。

实验也无法区分在电子的 电荷中
,

哪一部分是 电子
“

固有
”

的电荷
,

哪一

部分是由于真空极化作用而产生的附加电荷
.

因此在理论上也应将电子的
“

固有
”

电荷和由

于真空极化而产生的附加 电荷合并起来
,

作为由实验所观察到的电子的电荷
.

这种将电子的

质量重新定义的过程 叫做电子质量的重整化过程
,

将电子的电荷重新定义 的过程叫做电子的

电荷的重整化过程
。

经过质量重整化和 电荷重整化以后
,

量子电动力学中的无穷大便都被吸

收在质量和 电荷之中
,

用这样的方法
,

就可以计算电子与电磁场相互作用现象中高阶近似的

贡献
。

重整化方法的提出使量子场论取得了重大进展
。

流动稳定性理论则是研究扰动与基本层流流动的相互作用问题
.

众所周知
,

由于非线性

作用
,

扰动在发展过程中必然不断对基本层流流动有所修正
.

因此
,

在抚动的发展过程中
,

层流流动始终包含了基本层流流动和扰动所产生的修正这两个部分
.

我们在流体力学实验中

首先观察到的是基本层流流动
,

引入扰动之后
,

这种速度剖面受到破坏
,

如 流动变为湍流
,

又可以在实验中观察到充分发展的湍流流动的平均速度剖面
.

在这个转换过程中
,

平均速度

剖面是不断变化的
。

借鉴量子场论中重整化的概念
,

我们也应该在理论上将基本层流流动和

扰动所产生的修正这二者合并在一起
,

作为真实的平均速度剖面来研究其稳定性性质
.

如同在量子场论中
,

重整化所引进的部分反映了电子 与电磁场的柏互作用一样
,

修正速

度剖面 的选择也应正确地反映层流流动与扰动的相互作用
.

在第二节中
,

我们首先研究了平

均速度修正剖面可能的形式
,

得出一类随时间变化
,

但无横向分量
,

在流动中不造成渗混的

修正剖面
.

进而在第三节中提出了经过修正的层流流动的流动稳定性理论
.

在本文的后二个

部分中 (见随后发表的 I
,

l )
,

用我们所得出的修正速度剖面
,

对平行剪切流的三种基本

流动进行了计算
,
指出了一种新的造成流动不稳定的可能途径

,
一

‘



经过修正的层流流动的流动稳定性问题( 1 )—基本概念和理论

二
、

平行剪切流中平均速度的一种修正剖面

在流动稳定性理论的分析中
,

经常假设扰动流函数具有形式

协= 功(功 ex p 〔ia (二一ct )〕+ C
.

C
.

”
、

(2
.

1)

其中a为实数
,

C
.

C
.

为第一项的复共辘
, c
为复数

, c = c. + ic ‘,

当c ‘> 。
,

所研究的扰动随时

间增长
,

层流是不稳定的 , 当
c ‘< 0

,

则扰动随时间衰减
,

层流是稳定的
‘

叮
‘

由于流体动力学方程对流项的二次非线性
,

一

在一般分析非线性间题所通常使用的摄动法

解答中
,

除了包含各高次谐波外
,

还包含零波数成分

中 (y )e x P [ Za c , t〕 (2
.

2 )

这正是对基本层流流动进行修正的部分
.

我们直接寻求流体动力学方程的这种形式的解答
,

在平行剪切流中得到 了下列两种修正速度剖面
。

在轴对称圆管Poi s eui n e
流动中

,

我们得到一种本身流量为零的修正剖面
【3”’,

。(r
,

, , 一

: 邵一位
(召左)

”r 2 . 为

厂(而项了一A 刀
(拼R )

. r : 。 + :

[ (2 , + 2 )
·

r l〕
么 }

e x p 仁“‘〕
(2

.

3 )

异 (召R )
.

/ 异 (召R )
.

“性 二 = ) 一石
一丁二丁一二- 一

气两一 / )
,

下几石 一 几 二 奋
一

、、

漏 L‘艺n ) l ! 」
一

/ 蕊 L又z n + 艺) 1 1了
- (2

.

4 )

其中
,

(2n ) ! : = 2
·

4
·

6. 二 2”
,

当”= 几 (2n ) 11 == 卜 拼为实数 , R 为雷诺数
,

拼R ” 一 2 6
,

3 7 4 6 1 4
,
一 7 0

.

8 4 99 9 9
,
一 1 3 导

,

0 2 0 7 1
,
一 2 1 8

.

9 2 0 1 9
,

一 3 2 2
.

5 5 5 1 2
,

一 4 4 5
.

9 2 7 5 6 ,

, 5 8 9
.

0 3 8 3 5
,

一 7 5 1
,

8 8 8 3 7
,

一 9 3 0
。

8 6 4 1 9
,

·

“

这种修正剖面是随时间而衰减的
,

其形状见文〔3 。卜 非常有趣的是
,

这种剖面的拐点数

目是同零点的序号一致的
。

各个剖面拐点的位置见表 1
。

现在我们直接用 N a vi e r一S tok es 方程来寻求这种解答
.

仍设 “= u (r )e x P印tj (2
.

5 )

代入轴对称情况下用柱坐标表示的 N a vi e卜 Sto k e s方程
,

可得

豁一器
+

十(令
十

告鲁》
·‘0

,

0 , 一 ’
, ·“

,

‘, 一 0

(2
.

6 )

将(2
.

3) 式代入方程
,

旦夕 =
口X

除满足边 界条件外
,

可知

1 / 口Zu
,

1 口u 。 \ A

左一气
一

护 十 r
一

沂一
拼代“

少二一了
一 “x p L“犷」 (2

.

7 )

A 由(2
.

4 )式给出
。

因此
,

要维持流量不变
,

必须产生一扰动压力梯度
,

这个压力梯度是随时 间衰减的
,

其

数 量级为 O (l/ R )
.

对于二修平面平行流动
,

我们可引入流函数

。二口叻/ 口v
, 。 = 一口叻/ 口x (2

.

8 )

其中
“
为流向速度

, 。
为横向速度

.

流函数所满足的方程为
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日

口t

d叻
v

‘

势十而 会
v、一

器命
v
‘

, 一

加, 一 ” (2
.

9 )

丝 。掣 二。
,

当。= 士 1

0 笑 o y

(2
.

1 0 )

其中
V 么二 a么/ a扩 + 口

2

/ a夕
2

同样寻求可随时间变化

起的流量变化为零
.

,

但无横向速度
,

在流动过程中不发生掺混的解答
,

并要求其引

设

将其代入(2
.

9 )
,

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

求解 (2
.

12 )
,

(2

吵“岭(功el p 〔一时〕
, 刀> 仑

_

(2
.

10 )式
,

可得
.

诱(4 ) + 刀R 必
护
= 0

功(一 i )‘砂( 1 ) , 岁(一 1 ) , 功
,

(1 ) = 0

1 3 )
,

可得

(2
.

1 1)

飞

!
J

、.产

y

_

r
_

_ _ _

1
. , ,

~毋(y) = C
L
c o s (斌 ”R )

’

“一 万
二

丽
”, n ‘丫 ”六

(2
.

1 4 )

, C 仁“‘(丫碑
一

)一 e o s (斌研
v)

‘

le x p [一刀t〕 (2
.

1 5 )

一 1 / (
e o s双初

一

+ 1 )
,

l/ (co
s
盯碑 一 l )z,

e o s
斌 刀R > 0

哪斌下种
~

< 0

常数 C 的选择是使 y二 0 处
,

修正剖面具有流向速度
,

并有 }tha
。 二

对基本层流流动的修正程度
‘

为满足流量为零的条件
,

可得

(2
.

1 6 )

,

以便于定义修正剖万

刀R 二 2 0
.

1纽。宁2 9

4 14
_

9 8 9 9 9
,

5 ,
.

6 7纽5 1 5
,

1 1 8
.

8 9 , 包8
,

5 5 3
‘

1 6 4 6 2
,

7 1 1
.

0 7 3 4 4
,

8 5宁8 1
,

2 9 6
.

5 5 4 4
,

7 3 1 4 3
,

:.

同轴对称圆管 Po is e u ille
流动修正速度剖面的研值相 比

,

可知在单面平行流动中
,

这种

修正剖面维持的时 间较长
,

其形状见 图 6
,

其拐点的数周也与零点的序号相向
.

各个剖面拐

互 0

之
{
。一
~~~~~~~~~~~~~~~~~ 州如‘曰山. 曰洲洲

勺勺勺勺勺勺勺勺勺介自矛二皿
...

尸尸泌脚尸一一一一一一一一一一一一一一

一一
~

为

一
~~~~~

~ 一一~ 一卜卜
一一一一 , . 用‘山目. . 扣户户

叮叮二一一一
一一、 ~ ~ 扁从从
~~~~~~~~~~~~~~~~~ 口‘州门, ~ 曰‘口声声

一一
户
一
川~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~

图 6 平面平行流动的修正速度剖面



经过修正的层 流流动的流动稳定性问题 (1 )—
基本概念和理论

点的位置见表2
。

二
、

_

一
,

也设
u二以g.)

e x p [于形〕
,

”> 0
. .

一 ‘ 、 、 -

代入万
a vi e r一Sto ke

s 方程
,

可得 一
.

, 。 ,
. _ ,

一

(2
.

1 7 )

j纽
-

= ‘些
at

,

刁苏
十一 杂

_ ,
’

·(士‘

,t
)一 0 ’

-

之2
.

1 8 )

由(2
.

1石)式

。p 二。_ : _ _ , ,

一、
、 _ _ _ 。 _ ; ,

而
- -

一 , U ‘ u 万 、丫 刀式 产‘人F L一
‘1 . 」 (2

.

1 9 )

C仍由 (2
.

16) 式定义
.

扰动压力梯度也是随时 间衰减的
,

其数量级也为 0 (l/ R )
.

这里必须指出
,

流量为零的条件是二种确定积分常数游条件
,

另一种确定积分常热钓办

法是令 a乡闰劣三爪
-

- -
-

-
- - -

一
’ 一 ~

这样
,

由 (2
.

7) 式
,

可 知(2
.

3) 式成为

。(,
,

t )、 兄
(拼R )

, r : ,

一

改丽万「了
亡x P [拼t〕 (2

.

2 0 )

此时解 , , v Z , , 是零阶贝塞尔函数J , 的零点
.

这正是 D a v e y 和N g u y e林(19 7 1 )【2
4 ’指出

的所谓
“

自由模态
” 。

他们在求解由非线性流动稳定性理论得出的方程时
,

发现这种解是确

定扰动基波的咨级摄动方程相应齐 次方程的解
。

因其与各级方程的右端项无关
,

H e r be r t〔3 ‘’

称之为
“

自由模态
” .

这种
“

自由模态
”

也是
一

N a v ie卜 sto k e , 方程的解
,

在其速度剖面上也

有很多拐点
,

其位置见表3
.

回管P。污eu “l. 流动修正剖面的拐点位皿

r io f le x

一一一

R一拼一

一 2 6
.

3 T4 6 14 0
.

35 8512 3 0
一

_
二 二‘

一
」‘一- 一

_
一 7 0

.

8 4 9999

一
、

�

一 13 5
.

0 2 0了1

一 2 18
.

920 1 9

‘

尽
, 2 1 87 3 95 0 0

·

63 3 3 95 2日

0
.

15 84 5 17 2 0
.

4 5 8 82 2 3 4 0
.

了34 632 7 9

广 一 0. 招“38 3布 瓜 3叨研n 8 0
·

57 69 35 9 咬
_

0
.

7 0 1 1名2 6 8
-

一 3 22
.

5 66 12 0
.

1 02 6 16 83

0
.

6 5 1 7 8 8 6 6

0
.

2 968 5 3 9 2

0
.

8 2 7 60 2 3 4

0
.

4 7 6 3 0 0 了9

一 -

一
高怡 J

一一
.

一

—
一一一

一一
一 一

—一 4 4 5
.

92 7 5 6

行; 一

0
.

2 6 2 4 7 16 4

0
.

70 38684 8

0
.

4 04 2 3 9 12

0
.

86 3 12 92 5

‘ 5已9屯0 3 83 6 0
.

2 196 7 11 2

D
.

61 2 4 23 5 6

0
.

3 61 7 2 1 3 4

0
.

7 42 2 92 7 3

一 T5 1
.

88 83了
’

卜c

0
.

0 87 189 66
一

0 ‘55 43 40 4 1

’

。折58 B21 9
厂

‘ 、
。汤幻21 83

_

心』720 3 4 2 8

息〔
一

‘

石
.

06 7 1一6 0 5

赴二瓜班幼 905了6

宕补 卫
‘

双IB42 45

_
一

瓜‘习6 04 36 7 6
.

0
一

那3 67 680

0 店翻 3e 8 4 8 0

0
.

1 94 4 3 2 1 5

0
.

5 420 5 96 4

0
.

88 66D868

0
.

3 113 1D5 4

0 奋二了00 T4 7

尸9吕0
.

86 4 19
-

0
。

1 7 4 7 43了3

0
.

咬87 1 6998

0
.

7 968 2 968

日0
、2 7 9T8688

0
.

6 904 7 81 5

0
.
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同理
,

由(2
.

1 9) 式
,

当压力梯度为零时
,

可知(2
.

1 5) 式仍为
。= C [ e o s (斌万左, )一 c o s (斌牙左沙)」e x p 【” 冲t〕

‘

(2
.

2 1 )

但此时 斌 万万 = (刁2) 丝
n + 1)

, n = 。
,

1, 2
,

: (2
.

2助

这也正是H “rb “r t(1 9 8 2) 〔”’所指出的
“

自由模态
” ,

这种速度剖面的拐点位置见表4
.

一 因此
,

我们可以认为(2
.

3) 式和 (2
.

15 )式是这一类随时间衰减
,

但无横向速度
,

在流动

中不发生掺混的修正速度剖面的一般形式
.

当我们规定不同的确定积分常数的方法时
,

其常

数和 料R (或 ”R ) 值将有所不同
,

拐点的位置也有所变化
.

但我们在以后将会看到
,

他们对

流动造成失稳的作用是十分类似的
.

一
‘ ’ 认 ’ 、

琳 2 平面平行流动修正剖面的拐点位皿
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.
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.
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表 3 圆管 Poi : eu 川 . 流动
’

自由模态
”

剖面拐点位皿
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‘
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平面平行流动
“

自由模态
”

剖面的拐点位皿

1 2 6

表 4
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.
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0
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.
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0
.

6 3 63 03 6

0
.
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0
.
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0
.

0 66 6 66 7

0
.

4已6666 7

0
.

8666 66 7

0
.

2

0
。

6

0
.
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.
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·
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.
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0
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书润曰叫 . 州‘ ,

. . . . ,

一
, 而. . . ‘ . ‘. . ~ .

一
、

一一

一
月

一一

0
.

1了64 70 6 0
·

294 1 17 7

0
.

5 2 9 4 4 1 8 0
.

64 70 5肠8

0
。

8 8 2 3 5 2 9
. 卜 . . . 幽 , , 钊. J. ‘目 j

一
‘, . . ‘

一
公 . 山. 湘. . . 目 . . . . . “ . .

三
、

经过修正的层流流动的流动稳定性理论

现在
,

我们从数学上定义经过修正的层 流流动的流动稳定性问题
.

在边 界为口厂的空间某一区域 厂
,

N a vi er 一Sto k e s 方程为

石(至
,

t) 为速度场
,

场
。

其中. 满足

p

(留
+ , v 。

)一vP + 、
2“+ “‘,

,

‘) 、V

“为压力标量场
, p 为流体密度

, “为粘性系数
,

吮

口(毛‘)是给定的件力

边界条件为

V
·

口= O

云(刃
,

t )== 忍B (牙
, t )

至〔厂

云〔口厂

设(公
,

p )和 (二
,

p ; )为两个分别满足N a v ie r一S to k e s 方程的层 流解
,

流解
,

且二者可同时存在于流场之中
,

即满足

(3
.

2 )

(3
.

朴

其中(.
,

夕)为基本层

卯汤+ 瓦v一
o 花V (3. 妇

设有另一解 (护
,

P朽也满足 N a vi e r一S to k e s
方程

,

三者初始条件不同
,

其差别 (砂一一
几

,

P. 一 p 一 p ‘)二 (诬
, ,

p
,

)满足方程

,

(弩
+ 。: v 。

‘
+ “、“

‘
+ “‘v “: + “‘v “+ , ’

v“
‘

V
·

耳,
二 O

-

)一
”p

‘
+ “v

’

“ ’‘犷

} (3
.

5 )

忍,

(忍

忍考(,

, t)节 0

,

0 )= . ;

牙〔a犷

, 〔犷

经过修正的层流流动的流动稳定性问题即为在条件(3
.

6 )
,

(3
.

7)

动『的幅值随时间或空问增长时
,
经过修正的层沐流动是不稳定的

,

户 (冬6矛
一

件
,

户
下求解 (3

.

5 )式
.

当辉
当扰动矿的幅值随时间
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或空间衰减时
,

经过修正的层流流动是稳定的
. 厂

如令 云签= . + 。: + e矿

P苦 = P + 扒 + ￡
P’

略去
己 的高阶项

,
‘

则可得到方程

(3
.

8)

(3
.

9 )

成晋
+ 。

哪
尸
十 。。

,
十。

,vu
: + 。,

、。

)一vP
/
+ 、

2。,

、
V 念协, 二 o 一

(3
.

1 0 )

经过修正的层流流动的线性稳定性问题即为在条件(3
.

6 )
,

(3
.

7) 下求解 (3
.

10 )式
.

当扰

动。
‘

的幅道随时间或空间增长时
,

经过修正的偿流流动是线性不稳定的
,

当扰动 。‘的幅值随

时间或空间衰减时
,

经过修正的层流流动是线性稳定的
。

这里
,
我们提出了一个新的概念

.

按经典流动稳定性理论的说法
,

在基本层流流动上迭

加一小扰动
,

肖这个小扰动随时间或空间增 长 起来 时
,

流 动 也 可 能 变为湍 流 (如平面

Poi s
eu ill 。 流动 )

,

也可能变为另一种稳定的层流 (如两同心旋转圆柱间流动 中所 出 现的

T a y fo r 涡环 )
.

我们所指出的是
,

流场中有可能同时存在两种层流流动
,

其中一种是定常的

基本层流流动夕另一种是其他的层流流动
.

在这两种流动迭加而成的层流流动中
,

或者说经

过第二种层流流动 (往往为小量) 修正的基本层流流动中引入扰动
,

当扰动随时间或空间增

长起来时
,

流动也可能变为湍流
,

也可能变为另一种层流
.

这个概念与 O rs za g 等人的二次

失稳概念有所不同
.

他们讨论的是在基本层 流流动中扰动的发展过程
,

其基础仍为经典线性

稳定性分析的结果
,

他们所引入的第二种层流流动
,

也 即 所 谓 平 衡 体
,

并不 是 N av ie r -

St ok . 方程的准确解
,

而只是经典流动稳定性方程的近似解
.

我们研究的则是经过修正的层

流流动的流动稳定性问题
,

这里的线性稳定性分析的对象已与原来有所不同
,

平均速度剖面

总是包含有基本层流流动和其他因素引起的第二种层流流动这两个部分
.

’

Ta 烈or (1 9 3 6) 〔“么’

曾对 T oll m ien 的工作提出疑问
,

实验表明
,

层 流边界层的失稳与主流

中的湍流扰动条件有关
,

圆管流动的临界雷诺数也决定于流体进入管 中时 的 平滑 程 度 如

何
.

因此
,

T a
户or 认为临界雷诺数仅仅与流动中的湍流强度有关

.

他假定湍流对边界层的扰

动是通过与湍动压力相联系的局部压力梯度作用于边界层的
,

当扰动局部压力梯度足够大
,

‘

而且与流动方向相反时
,

就能使边 界层成为濡流
.

T a
yl

o r
由湍流的统计理论导出了局部压力

梯度与湍流尺度的一些关系
,

根据实验得出了临界雷诺数与流动中湍流强度的关系的二些曲

线
.

sc 、。‘如
e r ,

5 k r a m sta dt ” ;
在 40 年代进行的平板边界层流动的卖验 中首

’

次确 认 了

To lln ien
一s 。hli

c

hti
o g 波 的存在

,

从而验证了流动稳定性理论的合理性
.

但是至今为止夏在

流动稳定性理论中还没有考虑过流动中的湍流噪声对流动决稳的影嗬
.

而如前所述
,

实验结

果 巳证明这种背景湍流噪声对流动失稳是 有所影响的
。

我们在第二节中所给出的修正速度剖面
,

正是流场中可能与基本层流流动尚时存在的第
二种层 流解

, 一而且它反映了扰动与基本层流流动的相互作甩
·

同时
,

这种修正溥度剖面也可
着作是湍流雷诺应力对平均速度作角的体现

.

因此
,

我们将这种修正速度剖面作为第二种层

流流动引入
,

在某种程度上类似于 T a ylo r
所提出的假设

,

也是反映了背景濡硫噪声的一种
1

影响
.

当然我们没有考虑到背景扰动的全部影响犷仅强调 了其对伞均速度的修正
,

修企速度
勘面所相应的压力梯度也不一定作用在 与流向相皮的方 向上

,

虽烈真作用也是 弓!起流劫的失
稳公

一

“
、

,

“
‘

万 卜
-

- -
, ,

‘

一

在文章的后两部分中
,

我们将用这种修正速度剖面来讨论经过修正的层流流动的流动稳
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