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摘 要

本文全面讨论了固体力学中的不等式问题
,

内容包括变分原理与变分不等式中平稳型的和发

展型的
,

确定性的和随机性的一些问题的主要概念
、

方法和结果
.

分
、

引 论

变分不等式起源于 St a o p ac
o hi a 的论文

「”以及稍后地与 L io ns 合作的论文
‘“’,

为了纪念

它的创始人
,

意大利比萨高等师范学校设置了St
a m p a o c hia 奖

,

于 1 9 8 2年第一次发奖
,

奖掖

对不等式及有关问题卓有贡献的六位数理科学家
.

变分原理与变分不等式为固体力学的近代发展提供了统一的框架和有力的工具
.

变分学是和数学分析几乎同时发展起来研究极值问题的一个数学分支
,

和 函数的极值一

样
,

泛函数极值的必要条件是它的一阶变分 (或一阶G 么tea u x 微分 ) 为。
;
另一类关于泛函取

极小的必要条件是说
,

泛 函的二阶变分非负
.

前者称为 E ul er
一
Lag ra ng

e
条件 (方程) ,

‘

后者

称为 L e ge n d r e 一
Ja c o b i条件 (方程 )

,

它是强椭圆的
.

但是
,

所有这些条件却都不是充分的
.

1 9 0 6年
,

C a r a th e o d o r y举了一个反例
:

对
‘

泛函

‘
。

(·) 二

丁:
〔(一 )

2

一
(一 )

4

〕d /

(1
.

1 )

在边界条件
。(a ) = 。(b) = (“下

, · 。关 (二 )二。确实满足 L e g e n d r e 一
Ja e o b i条件

,

但泛 函 I
。

(u书
钾))

显然不是极小值
。

G atl
s s与R 加。a n n师生两人都曾致力于二维Di

r io hl e tI’ed 题解的存在性研究
‘

一

问题相当于

求D ir ie hle t积分

, 。(。)一 { 〔
u : + 。 ; : J 二、;

J 曰

(1
.

2 )

在口的边界日口上取定值的连续可微 函数类中的极小
,

即它的E ul c r 一
L ag 全a n g e

条件就是二维

的L a p la e e 方程
.

R ie二a n 。断言
:

问题是可解的
,

并称之为D ir ie hle t原则
,

然 而
,

R ie o a n n

只说对了一半
.

1 8 7 0年
,

W
e ie rs tra

ss指出
,

尽管在上述函数类中 D ir ic hl e t 积分有下界
,

但

却不一定能达到
·

这一发现导致在这一领域里工作的许多数学家转而从事充分条件的研容
·

由于这一重要问题一时得不到解决
,

使得变分学的工作步入了低潮
.

有览于此
,

1 9 0 0年认H生lbe
r t在题为数学问题的著名演说中

,

不仅第 23 问题
,

而且第 19
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与2 0问题都提到变分问题
,

他一再提醒人们给予变分问题以应 得 的
.

重 视
,

并第一个证明了

Di
r ic hl e t原则

.

从此开始了变分学发展的新的时期
,

一

无论是在数学还是 力学 中 都有重大进

展
。

文献 〔3〕〔23 〕一〔25 〕是有关变分不等式及其应 用的很好的总结
,

更为详尽的论述请见文

献仁4〕~ [ 1 1〕
.

二
、

力 学 背 景

采用正交坐标
,

求和约定
,

拉丁指标变域为 1至 3
.

弹性体口内一点二二 (工 : ,
二: ,

肠)处
,

法

线方向为
, 二 (”

; , 。: , , 3

)的面上的应力a
。

二 (a
, 。 ,

a Z。 ,

as
。

)可以通过该点的应力张量a 二 {。‘, }来

表示
:

a ‘,

二a 。, n , (2
.

1 )

1
.

平衡方程

当物体二承受体力P 二 (P
, ,

P
Z ,

P
3

)而处于平衡状态时
,

任取一子体犷c 口
,

犷 的外部通过

界面口厂作用于面元 d s 上的面力以及作用于体元d 厂上的体力在、‘方向的分量分别为
:

价
。

d s ‘吸声 , d s
,

扒 d犷

整体与局部平衡方程分别为
:

{
。; a ‘, ·, d s 一

{
, , ‘d犷一。

(2
.

2 )
a a ‘,

口劣‘
一 p ‘= 0

由整体到局部采用了S to k e s
公式

,

用到了厂的任意性
:

犷, 二 .

对子外力矩M 二 劣 A P
,

整体与局部平衡方程分别为
:

。;
‘! A a , , ”

·
d s +

}
;

‘, A , , d 犷一”

(2
.

3 )

a ‘j = a j‘

这里也用了Sto 妩
s
公式

,

式(工
.

2) 和 犷的任意性
.

}

2
.

最小势能原理

对位移
。二 (。

, , u : , u :

)的增量进行对称 与反对称分解
,

分别得弹性体在点 劣处的应变与旋

1
e ‘夕兰

一

h

‘

驴
‘ + 通脚

o x ‘ o X 了

(2
.

4 )

、

、../、、.2

_ _

1 1 口“, 口u ‘

。‘, 三
一

2
一

气石街 一百幻

位能密度与余能密度分别定义为
:

A (。)三

{;
a ·, (己)d一 ,

,
.

B (a )二

{:
二 , (a )d a ‘,

(2
.

5 )

广义位能密度与余能密度分别由Leg “n
dr

e
变换相联系 (参见〔12 〕)
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A (。
,
a )二 。‘ja ‘, 一B (口)

,
B (。

,
a )二 。‘, 口‘, 一A (。 )

A (。)== su p A (。
,

口)
,

B (口 )= s u p B (e ,
a ) (2

.

6 )

驻值存在的条件是
:

(口名B (a )/ 口a
‘, 日口 , ‘)面

‘, 占a , ;
) 0

(口名A (e ) / a
。‘, 口: 。; )乙。‘, 占。。: > 0

(2
.

7 )

E ul er 方程是
:

a ‘, = 口A (。
,
a )/ 口

。‘, = 口A (。) / a
。‘,

。‘, = 口B (。
,
a )/ 口a

‘, = 口B (a )/ a a ‘, } (2
.

8 )

即是说
,

位能与余能形式的物理方程是互补的 , 应力与应变不受物理方程约束时
,

须以关系

(2
.

6) 之1与2代替通常的物理方程
:

过(。) + B (a) = 。‘, a ‘,
.

满足关系 (2 ‘8) 的物体称为超弹

性体
,

它是一种物理非线性物体 ; 关系(2
.

7) 常是弹性力学问题应力解存在唯一性的保证
.

对称双线性泛函

。(。
, 。) 二 f

。‘, (。)。. , (。 )、。
(2

.

9 )

称为虚功泛函
,

对应的非负二次型

a ‘。
, ·

, 一

{
D a ‘, (。 ,

。‘, (“)d 犷! 2“(。)> 。 (2
.

1 0 )

中I‘(u )称为弹性内能
.

“ , (。)二。的状态称为无应变状态
,

它等价 于
“
恤

,

幼‘。
,

或弹性体

允许作无穷小刚体位移
”= “+ b A 二 (。

,

b 是常矢量 )
,

亦称虚位移
,

金体虚位移的集合记作

气
.

弹性体。除受体力p作用外
,

通常还有作用在界面口。上的面力 q 三 (q , ,

外
,

。3 ), 所以外功

势能为

‘。(· ,
一{

。 , ‘一d 犷一

{
。。。。一d s 二 一 , (·)

(2
.

1 1 )

对于势能泛函

最小势能原理是说
:

衡状态
.

即

J (。)三
一

孟
。(。

, “ )一j(。 ) ( 2
.

1 2 )

平衡状态的位移
u
使势能 J取极小

,

反之
,

使势能取极 小 的 状态必是平

J (“) = m in J (v ) (召
.

1 3 )

V 是位移
。的允许集(例如

:

满足某些光滑性条件和定解条件的函数集
,

通常犷
。

大厂 )
.

3
.

虑功原理

令泛函(2
.

12 )的一阶变分为。
,

对满足齐次边界条件的位移集犷
,

有
,

。
r 、 、

d
, . , 、

T d f
二 、 . , , ,

久口J 吸封)
, v户三 j , J Lu 一 几v ) ! =

一

J , 呢J 灭“ ) 十 几La 气u , v 夕一
“几 l孟一 0 “ , ‘ 、

, (。)卜 髻
。(。

, 。 )飞!
-

‘ J 币孟 . 0

即虚功a (“
,
。)一 f(

。 )为0 ,

即

一几
少
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a (u ,
二)一 f(

。)“o
·

(丫 。
f犷

。)

称为虚功原理
,

它的意思是说夕 平衡状态的位移“使虎功为仇 反之亦 然
·

有

(2
.

1 4 )

写成分量的形式
,

一

{
。

l
口a ‘, (u )

日劣 ,

+ , ‘

飞
v ‘、。 + ! r。‘, (。 )。, 一。‘」, ‘、s = 。

.

J J 公奋
卜

,

(2
.

14 )共

易证最小势能原理与虚功原理是等价的
.

一个虚位移有六个自由度
,

可选六个线性无关的刚体位移
:

口 ( 1 )三 (1
,

O
,

0 )
, v (: )三(0

,

1
,

0 )
, v (s) 主 (o

,

O
,

1 )多

““ , 三(0
,

一 ’ 3 ,
‘ 2

)
,

只
(。之三 (, 。 ,

o
,

一 , : )
, “。。, 三 (一‘2 ,

‘ : ,

0 )
,

代入式 (2
.

1 1 )
,

得

, (。‘
”

,

物
, · 〔3

户一仁{尸
厂 +

久
。

哪脚
, (· (4 ) , · (·) ,

一。, )
一「

.

!
一

。(/ 。, )d V +

{
。。 (劣 。。) d s

〕
一。

(2
.

1 5 )

它们分别表示外力与外力矩平衡
,

是变分问题(2
.

1 3 )
,

(2
.

14 )有解 的充要条件
.

应力解是唯

一的
:

位移解只确定到无穷小刚体位移
,

因而外加六个条件
:

‘

{
。
nd 厂一。

,

{
。 · “ ! “犷一”

(2
.

1 6 )

则位移解也是唯一的
.

‘

由子
。‘的任意性

,

从虚功原理 (2
.

14 )’易见它们蕴涵的平衡方程(2
.

2 )和边界条件
:

」

“
认办)n, ‘ q , = 。

」 一

(2
.

17 )

反之亦然
.

一般情况下
,

一

静力平衡问题的边界条件可以写成
:

、

u ‘= 夕、,

于a
,
口 ; a ‘, (u )n , 一 q ‘= o ,

于a
:
口 ;

。
,
口 U a :

口 = a口
,

a ;口门a :
口 = 功

,
. .

(2
.

17 )书

直接对方程 (2
.

1 3) 求解
,

其方法称为 Ri tz 法 ; 直 接对方 程 (2
.

1 4) 求解
,

其方法称为

G a le r kin
法

。

弹性理论中的势能是一个非负的二次泛函 ; 虚功泛函是一个双线性泛函
夕

不论弹性是否

处于平衡态状
.

最初也许是这种生动的事卖
,

启发了数学力学工作者 的 才 智
,

来深入研究

丸lbe
r

睦间上二次泛函时极小问题
.

- 1 1 ·

碑
.

协调方程

前面我们用式(2
.

4)
,

由位移
“ 定义了应变

。和旋转。
.

应变
。是刻划物体形状变化的本

质量
.

位移的三个分量完全确定了应变的六个分量
,

因而这六个分量不应是完全独立的
,

所

以
,

给定。欲求
u
有解

, 。的六个分量之间要满足一组可积性条件
,

它们称为协调方程
:

r ot (ro t e) 少“ o
·

(2
.

18 )

式中上标
“
T

”

表示张量的转置
.

这是在口为单连区域的情况下
,

存 在 位 移
。
满 足 几何方程

(2
.

4) 的充要条件
.

5
.

设以

弹性势能的强制性

:
月 x H 、R 是11 x l

一

i土的连续双线性形式 (泛函 )
,

即存汪常数
c > 0

,

使



, 定约拓扑下
,

凸算子是次连续的
,

入常用的拓扑结果
。
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次微分具有单调性
.

因此
,

我们首先得在固体力学中引

拓扑结构

位移
u ,

外力p (和q)
,

应势
,

应力。组成的空间分别记作U
,
尸

,

E
,

刃
.

为使这里的运

算能够正常进行
,

设U 与尸二 (H
’(口 ))3 , aU 与a尸二 (H I/: (a 口) )’ , E 与召= (万

。

(口)). , aE

与口刃二 (H
”

(a 口))
“ ; 口可应用S to ke 。定理

.

对它们也常用下列内积 [.
, ·

〕或对偶积 <.
, ·

> 装

配
,

使之成为H il be r t空间
,

例如
:

l
;

I
J〔·

, ·“一 {
。

一(“ ,一(。 , d 犷 (v · , 。。U (“ , ,

〔f
,

。1一 {
。

,
‘L :

工
(。)d犷 ( v ,

,

* p (“) )

(3
.

工)

〔。
, ‘〕: 二 {

。二 , ‘. , ‘:

{
。口‘, 。。、:

(V 。 , ‘〔E (口 ))

厂a
,

刀〕: 二 ( V a
,

刀〔万(口 ) )

签、.产,1
.

八O了几
、

下口r、‘..之
<·

,

, (· )>
一J

。一‘
。(·‘d 厂 (‘。。U (“ ,

,

f〔p (“ , ,

<·(· ,
,
a (· , >
一{犷

‘, (“, a ‘, (· , d 犷 (V ·。‘(“ ,
,
a。, (“ , )

式L“一 g = o中的L称为弹性算子
,

它是由位移表写的平衡方程(2
.

2) 中的算符
.

在 不 致引起

误解时
,

内积和对偶积等周围的附标将省去不写
.

由此可见
,

尸 = U气 刃 = E 气 即尸与u
,

刃与E 都是对偶空间
。 _

范数由内积或对偶积按常规确定
.

.

一。 _

设M为任一集合
,

M 的所有子集作成的集合记作 ZM
,

称T
:

X , Z Y是从集X 到集Y 内的

集值映射
,

记

D (T )三 {二〔X
,

T 二笋必为T 的有效域
,

R (T )二 {班T x :

硬D (T )} 为T 的值域
,

和
:

.

G (T )三 王〔二
,

梦〕〔X x Y
: 二〔D (T ), 诊〔T 二}为 T 的图

。

当G (T )C G (S )时
,
‘

称映射 S是T 的扩张
。

对任一映射下T
:

X , 2r
,

逆映射 T
一 , :

Y * 2x 一定存在
,

而且

T
一 ‘夕兰 {正X

: y〔T 劣}
。

设 X 与y都是线性拓扑空间
,

对其中集合M 与犷
,

如果关系In t夕。M
,

则称 V 为M的邻

域
.

如果对集T x c Y的任一邻域犷 (或开集犷
,

且T x n 犷笋妇
,

有一二的邻域U
,

使 T (U )g

犷 (或使对任一y〔U
,

有T g 门犷子妇
,

则称映射T
:

X 、 2y 具有上 (或下) 半连续性
,

既上半

又下半连续 的映射才有连续性 (S e m i
一
C Ont in 吐ty )

.

以后称单值映射f
:

X 、 Y为算子
.

对算

子f
:

X , Y及可逆线性算子
: :

X , X
,

与 t :

y” Y
‘ ,

称f是对
一

连续的
,

如果对任一序列招
。

}

C D (l)
,

使找“ ,

)”“(幻于X
。 ,

有 t(f (‘
。

”” t( l( 劝 )于Y ‘,

当
; 与 t分别取恒等算子和对偶

算子时
,

X 与犷分别成为X
,

X 气 X 料与犷
, Y气 Y杆

,

常用的st
:

连续性及引用的
·

(原文炭
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a (“
, 口)(

c
l
u
l}I!

v
}! (V u , 。〔H )

.

(2
.

19 )

我们常用字母犷
,

S 与K 分别记H 中的集
、

星集与凸集
,

f〔H 气 如果存在常数a > 0
,

使
a (v , 。)李a l】

。
l{

2

(V 。〔H ) (2
.

2 0 )

则双线性形式a(
· , ·

)称为强制的
.

著名的K or n 不等式 (参见〔10] ) 断言
:

设犷是H ilbe r t空间H 二 (H
’

(幻”3 的一个闭线性

子空间
,

犷 n 犷
。
二毛好

,

V
。

是虚位移集
,

则存在常数K (g )> 0
,

使

{
。‘, (。)。‘, (u )‘犷) 尤(。 )ll

u
l: (v u〔: ) (2

.

2 1 )

少口

3

式中抽
·

朋
:
表示 (H

’(。))3 的范数 (11u l孟三 艺 l!
u ‘}}圣)

.

‘一 1

由此易知
,

第一节中引入的弹性势能泛函是有界线性而且强制的
。

考虑
。
在a口上取常数

值的Di
r i比let 问题

,

则犷二K 二 {屹 (万
’(口”

a : 。= 常数
,

于 。口}是一个闭凸集
.

由 势能原

理及式(2
.

1 4) 知
:

势能泛函 J 在 Y 上是 G 凯ea u x 可微的
,

它的导 算子 J, (的〔H 气 且对解

u〔K
,

有

(J , (u )
,

却>二 a (u ,

功)一(f
,

。)> 0 ( V v〔K ) (2
.

2 2 )

令tD = 。一。 ,

得弹性力学中的一种不等式问题
:

屹K
: a (“

, 。一 u )一<f
, 。一。>》0 ( V 。〔K ) (2

.

2 2 ).

二阶导算子尸(u )〔名(H ,x H , R )与。无关
,

且

(J
l,

(“
, v )

,

田) = a (口
,

功 )
‘

(2
.

2 3 )

如果(2
.

2 2 )的解
u〔K 存在

,

则由T a y lo r
展开

:

r , , 、 r , 、 , , , , 、 、 .

1
, ; ,, ,

J 叹封十功 夕一 J 〔“少= 又J
‘

戈“ )
,

功之
护 。 又J

‘

又“
,

山 少
,

胡 2
‘

一<J/ (· )
,

叨 >
一

卜

扣
阴

,

、 ,

书 IIwi ,
2

即u是问题(2
.

2 2) 的解
.

当K 是以原点为顶点的闭锥时
,

若。 , 。〔K
,

则
。十 。〔K

.

在式 (2
.

2 2 )铸 中以
。 + 。

代巧

然后令
v 二 O(〔K )

,

再以
u 代 v ,

就能得到下面的变分原理
:

u〔K
: a (“

, v )》<f
, v > (V 。〔尤 ; a (。

, : ) = <f
, u > ) (2

.

2 4 )

当K 为以原点为顶点的对顶闭锥时
, 。与一。同属于K

,

式(2
.

22 )签退化为变分原理
:

。〔K
: a (。

, 。 )~ <f
, 。) ( V 。(兀 ) (2

.

2 5 )

当K为一闭子空间 (或K 二11 ) 时
,

这些原理 即是通常抽象函数在全 空 间 中达到极小的条

件
:

它的一阶导数为0
.

但是
,

当函数不是严格凸时
,

条件不是充分的 , 因此
,

需要分别研究间题的等价性和解

的适定性
.

在数学物理问题中
,

对应于泛函极值的弱解与相应E u l‘:
一

Lag ra 鳍“方程的 (强 )

解具有不同的意义
.

前者的光滑性一般低于后者
,

因而必须进行正则性研究
.

三
、

极小问题的等价表示

变分不等式问题本质上是非线的
.

固体力学问题可以有
一

条件地建立在一个凸框架
L

之中
.

算子的凸性等价于导算子的单调性
,

单调性是线性算子正性在非线性算子中的自然推广
.

在
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名称见表 1所言
,

当f

~~~ 、、
一

~~~~~ }}}
、

y““ 备 注注
___ _

一 Y ttttt Y .......

XXX
:::::::::::

---
- ~ -----------

XXXXXXX
’

“
护

续性性 盯
_

瘾
续性 一一 空间自反时

,,

ccccccc o n tinu ityyy ! 琢m 卜卜 X
朴. 二 XXX

::::::::: eo 以 in u tyyy y . 番= YYY

XXX
补补补 弱连续连连连连

WWWWWWW -------

ccccccco n tiu ityyyyyyy

买买买
连续性性性

ccccco
n tinu ityyyyy

X ” R 在 D (j) 上 是真泛函数
,

即f(x) > 一‘于D (了)
,

且至少有一点

常用的st一连续性

二〔刀 (j )使j( 劝< + w ,

相应于二次连续性
,

用Fat ou 引 理 作 连 续性 定 义
,

即 j( h m 二。

)《

lim f(二
。

)
,

V 二〔D (f)
, 二。

, 二
,

则称f具有下次连续性 (1
. 5

.

e
. ,

lo w e r一se m i
一 e o n tin u ity ) ;

相应于亚连续性
,

则有下亚连续性
.

如果对点x 〔X
,

有次微分 。f(劝(铸必c X 补二Y
,

使次

梯度不等式
;

j(夕)一f(‘ )》(功(x )
, 夕一X> (v 夕〔X ) (3

.

2 )

成立
,

则称f于点二是次可微的 ; 称任 一叔劝〔aj( 劝为f在点劣的次 梯 度
,

常 记 作 D f( 劝三

功(x)
.

注意
, af(劝

:

X ” Z X
‘ .

它在单调算子理论中是极其重要的概念
.

映射T
:

X , Z X 粉

称为单调映射
,

是指 V 二 , 夕〔D (T )及 V f〔T x ,

V 眨 T y
,

不等式

(f一 夕
,
二一夕) > 0 (3

.

3 )

成立
.

等号仅当二= 夕时成立
,

则称严格单调的
。

由次梯度不等式 (3
.

2) 立即得知
:口了是单调映射

.

X x X 谷中的集合M 三议x
,

j-)
,

(y
,

g)
:

关于(3
.

3) 成勿称为单调子集
。 ‘

若M不是x x x
,
中单调集合的真子集

,

则M是极大单调集
.

如果G (T )是极大单调集
,

,lJ 护称极大单调映射
;
如果(二

. ,

f
,

)桩材导致(气f )〔M
,

其中 x ,

强

(翰 收敛于另
,

了
”

弱‘ (强 ) 收敛于了
,

则M 是次闭的
. 二

当然
,

亦可用St
一

可微来系统一描述映射的可微性 , 变分不 等 式 理论对集值映射和各种

拓扑意见自然也有相应的推广
.

2
.

整体位能的凸性

在空间E (口)中
,

(整体 )位 能泛函

、 (。 , ·

}
。A (。(· , , d V (V 。(

“ ,邵(“ , ,
(3

.

4 )

是严格凸的
,

而且是下亚连续的
:

如果满足条件
:

{
。
〔a

Z
A ‘·‘· , , / “二 , ”一〕“

“‘·‘一d 犷

> ·

{
。“‘,“ , ‘d犷

(3
.

5 )

其中
c > 0是一常数

,

设了
:

E (g ) , R 是 (G 合tea u x )可微的
,

即其变分D 了
:

E (口) , E 气口)存在
:
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<。、 (。)
, ·>二

簇、
(。+ ; 。) :

: . 。 (v · , ·

。(。))

我们要证明次梯度不等式
‘’:

了(u )一了 (口)> (D 了(刀)
, u 一岭 (丫u , u 〔E (口) )

等号仅当“二。
时成立 (严格凸)

。

由定义 (3
,

3 )
,

不等式(3
.

2 )关可以改写成下列形式
:

{
。〔A (。(“ , , 一A “‘· , , “d犷

> { [a姓(。(。) )/ ae ‘,
〕“

: ‘, d犷 ,

{
。〔“‘·‘· , , 一A ‘·‘· , , 〕‘V

> 一

{
。{”“‘·‘· , ,‘”“ , , ‘一, d厂

·

将上两式相加
,

由条件(3
.

3 )
,

存在切三
u + 叔

u一时
,

0《几( l
,

使

“) 一

少
。〔”A (·(· , ‘”

一
”A (·(· , ,‘a二 , , “·, d 犷

(3
.

2 ).

一J
。
〔a

“A ‘·‘tD , ,‘”一 , “‘, ‘, “‘,“一d 犷

、一{
。

。一“
￡一d犷

(3
.

6 )

等号仅当
u = “

时成立
·

如果点到{u
。

}弱收敛于
“ , “ ,

”。 ,

则(D 了(v )
, u 。

一 。
>= o ,

因而由式(3
.

2 )气

lim in f了(“
.

)> 了(。 ) (V ”〔E (习 ))
.

(3
.

了)
·

即了 (v) 是下亚连续的
.

因此在闭凸集K C E (口)上某些有界性假定为下
,

极小问题解的存在

性是W
eie o str as s定理的直接推论

,

而且位能泛函的凸性等价于梯度算子刀了 的单调性
。

先

证必要性
,

由式 (3
.

2) 釜
有

:

了 (v )一了(u )) (D了(u )
, v 一 u> (3

.

2 ). 荟

式 (3
.

2) 关与(3
.

2) 苦补相加
,

得刀了的单调性
’

(D了(“)一D了 (v )
, “一 v >》 o (3

.

5 )

再证充分性
,

令

P (几)二了(刀+ 几(“一 刀))一了(刀)一几(了 (u )一了(u ))

(0《几《 1 )

为证了的凸性
,

只需证明尸(幻《O即可
.

易见尸(0) 二尸(1) = 0
,

尸(幻 可 微
.

用反证法证
,

设尸(幻在点叠处达到极大值
:

尸(幼> 0 ,

P, (妇二o , 0 < 叠< 1
.

取久> 雪
,

由D了的单调性
,

则

l) 由对的凸性应有属(。 + 几(f’一的 )一汉(v) 《从汉(哟 一减刃 )
,

不等式两端 除 以 几
,

并 令 几~ 。即得

式 (3
.

2 )
’ .

2 ) 例如要求减(的> 一 co
,

v 诚K c E 困 );
直至少有一点城K使尼 (时< + 。。 ,

此时减(时即为 K上

的真泛函
,

K是一个凸集
,

若令凸泛函才(时 三二于一切诚E (口)一K
,

才(v) 即扩张为整个 万(口 )

上的真凸泛函
.
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P
‘

(久)一P
‘

(君) = (D 了(口 + 未(“一。 ))一D了 (口 + 占(卜
v ) )

,

卜
v >

=
.

(几一雪)
一’<D了 (。 + 久佃一 。”一D 了(。+ 鱿 “一 v ))

,

(口 + 兄(“一 ”)一 (刀 + 雪(u一 刀))>> 0
。

即尸(几)在 (君
, 1 )中不减

,

尸(动( 尸(1 )二。
,

与尸(豹> 矛盾
.

了的凸性得证
.

更详细的论述参

见 [ 13 ]
。

3
.

等价表示 (参见 〔5〕)

本节我们将在Ban ac h空间B中给出式 (2
.

13 )型极 小 问题
:

求
u〔K

:
‘

F (的 = i成F (的 (V 硬K 〕
一

( . )

的一些常用的等价表示 (形式 )
.

我们要求式中F
:

B o R 是次可微真泛函
,

K 是 B 中的闭凸

集
,

一

。F
:

、

K ”2尹
。 ‘

由次微分不等式(3
.

2) 可见
,

F在点劣〔刀(口F )取极小值的充 要 条件是
:

。〔刀 (。F )
.

由于。尸的单调性
,

可取aF 的一个单值截面 刀E
:

、

耳斗B 价 ,

设 D F亚连续
,

得问

题( . )的线性形式
:

求

正K
:

<D F( 的
,

一岭> 。 (如〔K)
一 ’ ·

( I)
.

在形式(J }中
,

_
「

以勺礴,(1 一几)“+ 几。(几创 o
,

1 )) 代替
“,

根据D 尸的亚连续
,

令久” 0
,

即

得阿题( 。 )的梯度形式
:

求
、 ,

‘

“〔K
:

<D F (u ), 。一 u >》o ( v 。( K )
「

( I )

根据次梯度不等式(3
.

2 )
,

由形式 ( I )得问题(
·

)的直接形式
:

求

屹K
:

F (u )簇F (的 ( V 晚K )
‘

( ! )

形式 ( I )与问题 (
·

)的等价性 是显然的
,

形式( 1 )告诉我们
,

问题( . )的解集是凸的
。

当F 不能次微分时
,

一般改用F 的满图(叩 ig ra p幻 ”来刻划极小元
.

显然 问 题 ( . )等价

于求 [u
,

F (帅〕使泛函户(〔” ; 们 )= 几在凸集叉上达到极小
·

但凸泛函户是G
一

可 微 的
,

它在了

上的梯度显然是一个常数
:

D 户(〔。 ;
幻 )一 [0 ; 1]

.

于是由形式 ( I )
,

我们有满图形式
:

求

公(了
:

<D 户(幻
,

云一 公)》 o (公〔尤) (丁 )

为简单起见
,

在 H ilb e r t (或自反Ba n a e h) 空间 H (B )中
,

H
补 (B 荟 ) 是 它的对偶空间

,

(
· , ·

)为H 中的内积
,

R ie s : 同构入 H 、万气 由恒等式<J二
,

v> 二 (。
, 。 )来 定 义 助 ,

其 中
。 ,

口〔万
,

逆算子记 作 J
一‘ :

万
朴 , H

.

因 此
,

<刀F (的
,

岭= (J
“ ID F (u)

,

v)
,

H 到 凸 集 K 的

Ri
“s :
投影尸

。 :

H ”K 表示u “尸
, 叨是极小问题

:

求
“〔K

:

j】
“一山 }}( !!

v 一 功 l (V 。〔K
, 功〔H ) (3

.

9 )

的唯一解 (如果它存在 )
,

其中卜抽二 (
·

、
·

)万
,

令

功三 u ‘PJ
一 ID F (u) (P > 0)

‘
, 、

1
: .

岁Lv 少 三 ‘
一

}{v 一 功“
一 ,

乙

(3
.

10 )

则D 少(的 = J (。一二 )
.

由形式 ( I )得

(D 少(u )
, v 一“) = <J (u 一功 )

, 口一 u >= (u 一功
, v 一 u )

对线性空间X 上的任何实泛函F
,

积空间戈三X x R 的子集馆F 三{〔。
; 几〕(戈

; F (。)《杆称为F 的

满图
.

交集汀三 e g 尸扩}(K x R )= 代可 幻(戈
: 。。K

,

户(。)《朴是昌集一般记。三〔。
;

*共牙
,

斤三 (一。
,

+ , 〕
,

笋兰仁F
,

月
.

F 是下亚连续的
,

贩玄F在戈中是闭的
,

反之亦然
.

在H il ber t空间中
,

J是恒等算子
,

凡是单调算子
.
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‘ (“一 (u 一 p J
一 ’

D F (价))
,
肋一“)

= P (J
一 ‘D F (“)

, 口一“)二P(D F (u )
, v 一 u>》 0

因此
,

由形式 ( I )
,

得问题( . 》的等价形式
,

不动 点形式
:

求
u〔K

: u == P , [I一p J
一 , D F ]“ (p > 0 )

式中I是恒等算子
。

由式(V )得到解题的一种迭代方法
,

称为梯度投影法
:

u ” 十 ,

~ P . [I一 p J
一 I

D F 〕‘
.

(”〔N )

选择p > O使尸
,
[I 一p J

一 ‘D F 」成一压缩算子
,

则近似解列树
”

卜收敛于真解
“〔K

.

形式 1, 1
,

丁都是变分不等式
. - -

在 固体力学中问题常可
‘

归 结 为 某一凸集上求‘凸泛函的极小问题( . )
,

值
,

泛函的下半次连续性起着关键作用
.

4
.

物理方程与界边条件

上面我们看到
,

变分原理对应的能量泛函是可微的
,

变分不等式对应的能量泛函多是不

可微的
,

转而退而研究次可微
.

由式 (3
.

2) 知道
:

次梯度是单 调 算子
。

所以变分木等式就和

单调算子结下了不解之缘
,

连物理方程与边界条件均如此
,

例如在岩体力学中
,

它们的一种

可能和有用的推广为
:

·

诊 物理方程 推广式(2
.

6) 和佬
.

幻于次微的场合
,

得
:

功(e (x ) ) + 阴
c

(a (x )) = e‘, (劣 )a ‘, (劣)
, a

.

e
.

于口

a (劣)〔口阴(。(劣) )
, ￡(劣)〔口田

。

(a (劣))
, a

.

e
.

于 Q

式中能量密度泛函二与余能密度泛函tD c

都是凸下次连续真泛函
。

令

、且,1
1

、

!
夕‘

万(￡)葺 广无
‘

响
’办

O Q

(功(。)〔L ; (g ))

班

一
;

{圣
山 C

(a (x ) )d 厂 (功
c

(a )〔L ‘(口) )

(其余情况 )

(3
.

1 2)

(3
.

1 3 )

(3
.

14 )

日

有

牙 (。) + 牙
c

(a )二<e ,

。> (3
.

1 2 )价

a 〔。砰 (。 )
, e〔a牙

c

(a ) (。
,

硬(L Z(口) ) 6 ) (3
.

13 )份

式中能量泛函砰与余能泛函才
‘

仍是凸下次连续真泛函
.

这组本构关系体现了介质的变形特

征的多值性 与不光滑性
,

也包括了许塑性条件
.

ii ) 边界条件 记P二 {P‘}是边界口口上的应力矢量
, n 三 {n ‘}是口口的单位 外 法 向矢量

,

勿三 a ‘,n , ,

p可以分解为法向和切向矢量
.

P
”
三P‘”. ,

P‘= P一P
,

(3
.

15 )

位移
u
亦可作相应分解

: “三“。 + u’
.

类似地有
:

j(“(盖))+ j
‘

(户(戈) )二u , (劣 )夕. (二 )
, a

.

e
.

于口。 (5
.

1 6 )

p (x )〔口j(
u (劣 ))

, “(劣 )( 日j
,

(p (二 ))
, a

.

e
.

于 日口 (3
.

1 7 )

式中能量密度泛函与余能密度泛函产都是凸下次连续真泛 函
。

令
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少(u )二
j(u (二 ))d s (j(。 )〔L

,
(口口 ) )

(其余情况 )

(3
.

18 )
月

I
J一Jr.、.t

少
“

(P ) 兰
j

c

(P(劣 ) )d s (j
o

(P )〔L
,

(a口))

(其余情况 )

巾(“) + 巾
亡

(P )= (u ,

P)

P〔口少(u )
, u〔口中

c

(P ) (u ,

P〔(L Z(a口) )3 )

(3
.

1 6 )份

(3
.

1 7 )赞

式中能量泛函少与余能泛函 少
。

仍是凸下次连续真泛函
.

通常的边界条件 (2
.

17 )釜 相当于取
:

,
.

(。
‘
)一
{

0 (u ‘= q ‘)

“ (其余情况 )
(3

.

1 9 )

W in k le r
边界

:

P
”
二k“

。

(k> 0 ) (3
.

2 0 )

相当于取

1
,

] ”叹翻” ) = 石 R 材孟
‘

(3
.

20 )份

更多的信息请参见文献【14 〕
.

四
、

抽象形式的不等式问题

1
.

稳定型确定性变分不等式

这类不等式问题是椭圆型方程边值问题的抽象模式
.

例如
,

弹性静力问题 就 是 椭 圆型

的
。

下面的定理是很重要的 (参见 〔2」)
.

定理 4
.

1 (L io n s一S ta m p a e e h ia 定理 ) 设
a (u , v )是连续强制双线性形式

,

尤是H ilbe r t空

间H 中的闭凸集
,

则变分不等式 (2
.

2 2 )肠有唯一解
,

且H
荟
到H 的算子了‘替是连续的

.

证明 我们知道
,

对Ri es z 同构J
:

H , H 气 有

IJ }}另(H ,
,

H ) = }}J
一 , !}另。; :

,

H , ) 二 1
.

(4
.

1 )

定义算子A 〔了 (H
,

H勺
:

a (。
, 。)二(A u , v >

, u , 。〔H 、
‘

二
和迸湘:

。, ,
.
。 . )‘M (4

.

2 )

i ) 证连续性与唯一性 设八〔衬气
“‘〔K “= 1

,

2) 是不等式伺题(z
.

22) 资的解
:

a( u , , 。一 “‘)) <f
‘, v 一街> (V v〔K )

、

(4一 3 )

在式 (4
.

3) 中
,

球 = 1
,

2分别令
。“ u : , u , ,

然后相加
,

得 :
.

一a (叭一婉
, u : 一 。: )》 一(f

i一 f
: . u , 一 。z)

.

一
’

利用弧制性 (2
.

2 0)
,

有 一

a l!
。 ;一 。2

1}
“

《 l}f
, 一 f

:

l}
H二 11

。, 一 u :
l

即得解的连续性
。

一 .

二
‘

-



郭 友 中

Ilu ,一 。:
!}簇a 一 ,

If
;
一f

Z

西h
.

(4
.

4 )

令f
, 二f

: ,

再由式 (4
.

4) 得解的唯一性
.

11) 证。 (u ,

的 三 (。
,

v) 的特殊情况的存在性
,

此时问题 (2
.

2 2 )关成为
:

求
u〔K

:

(u
, 。一。)》<f

, v 一 u >二 (J
一 ’

f
, v 一。) (V v〔K )

即求
u〔K

:

(u 一J
一 ,
f

, v 一 u )> 0 (丫v 〔K ) (4
.

5 )

可见
: 。是在闭凸集K 中按范数 }1

·

l的意义与 J
一 ’

加勺距离为极小的元
.

或说解
u 是J

一 ’
f在K 上

按内积 (
‘ , ,

)的投影 , 因为K 是H 的闭凸集 , 根据投影定理知
,

解
“

存在且唯一
,

。二尸。J一了 (4
.

6 )

式中尸
。即 (V )中投影算子

。

lu一 J
一

丫l( }}。一 J
一‘ ’
f l (V v〔K )

iii ) 证一般情况下的存在 利用等价表示 (V )
,

令

<中 (“)
, v ) 三 (u

, v )一 P [ a (。
, v )一<f

, 。)〕
。

选p ,

使。< p ( ZaM
一2 ,

则0二 i + M
一2 p 2一 Za p < 1

.

对
“.〔H 作估计

,

得

l!(小 (u : )一巾(u : )
, v ) l】二 }{(

。 :一 u : , v )一Pa (u ;一 “: , 。) }}

( }}(“、一 “2

)一 PJ
一 ’A (杯

,
一。2 ) l

·

}}
。 }}

( 口l!
u ,
一 u :

I}
·

I
v
l

由(单)
,

存在唯一的功〔兀
,

使

(4
.

5 )共

(4
.

7 )

(4
.

8 )

(切
, v 一功 )> <中(“)

, 口 , 叨>

切 三尸。J
一 ’小 (u )二T “

(V v〔K )
、

士 (4
.

9 )

式 (4
.

9) 定义了H 到K 的算子
“, T “

,

由式 (4
.

8)
,

有

I}T “
;
一 T u :

}!二 }{P
o J

一 ’山(u , )一P * J
一 ’山(碗 )】!

( }j巾(u ; )一少(:
:

) jj《0 {l
u ;
一 u : I}

. _

因为e< 1
,

T 是压缩的 , 所以有唯一不动点
u

以
,

使
u 二犷u ,

u
满足方程(4

.

9 )
,

(u
, v 一“)》<中(u )

, “一“)

宁(u
, “一“ )一风

“

俩 梦一
“)一<f,

“一9>]
由于p > o ,

所以 屹K 是不等式(2
.

2 2 )苦的唯一解
.

’

注意
:

令F (v) 二 <F
,

岭
:

(V 刀〔K )

一 ;
一<f

, v >
F (v ) 三 弓

、

+ oo

(v〔K )

(。〔K ) ;

(4
.

10 )

不刀
.

卜
J
黄凡孟一

则 F (的是真凸下次连续泛函
,

而且
,

反过来
,

对于真凸下次连续泛函 F
,

V 久> 0 以及线性

连续泛函
v、L (v)

,

下面的问题(, )
,

有唯一解
“〔厂

:

(“
, “) + 久F (u ) + L(“)

《 (“
, 。) + 完F之

。) + Lt(
v ) (V 。〔H ) (二 )

如果 (. ) 有唯一解时
,

不等式问题 (2
,
2 2 )朴也有唯一解 (参见〔幻 )

,

这个结果改进了定理

4
.

1
。

我们指出
:

在 R ies :
表示定理的证明中

,

关键之一是保证泛函的核应是闭子空间
。

为了



固体力学的不等式闷题

保证闭性
,

通常要求泛函是连续的
。

实际上
,

只须它是下次连续的
,

核的闭性就 能得 到保

证
.

表示定理也就成立
.

对对称双线性势能形式 (虽然很特殊
,

但对固体力学却很重要)
,

有下面的定理
,

它放宽了对强制性 了这是个苛刻的条件) 以及区城凸性的要求
,

且不附加其

它条件
.

1
-

定理4
.

2 设B . 是 自反Ban ac h空间B的对偶空间
,

犷c B是一闭子集
,

a( 。 ,

的是B上的下

次连续对称双线性形式
,

则对 V ft刀
. ,

极小向题(2
.

12) ~ (2
.

13 )有等价表示
:

a (。 + 。 , v 一 u )> (f
, v 一u> (V 。〔F ) (4

.

1 1 )

而且至少有一个解
“〔犷

.

证明 双线性形式 a(
· , ·

) 二 [.
, ·

〕可看作空间 B 的 内积
.

对应的内积范数记作 !
·

}
一

,

R ie sz 同构算子记作口 ,

则

f(。)兰(f
,
。) 二 a (aj

,
。)二 [a f

, 二〕 (V 。〔B ) (4
.

12 )

由式(2
.

12 )
,

有

‘(·)一

告
一

〔。一aj
,

一aj 〕一

偿
、

。af
,

aj 〕

1
, . _

_

_ , , , , _ , , , 、

= 1于 L IU 一。J I
-

一 IO J I
一
少

‘

(4
.

1 3 )

i ) 证等价性 显见

2 〔J( 的一 J (。)〕二【a f一
v , a f一

。〕一【a f一
。 ,

叮一 “〕

二 〔(a f一
u )一 (。一。)

,

(口f一“)一 (。一 u )〕

一〔。f一
u ,

af 一司

“ a (v + u , v 一 。)一 2<f
, 。一。) > o

,

(V 刀〔犷 )
。

ii ) 证解的存在性 研究极小化序列 {J (。
。

)}或 {。
,

} c= y
.

由关系(4
.

13 )
,

使

}
u 。
一 a f }

2 二 ZJ(“, ) + la f }
2

( e < 、
,

所以 {u一
口介是强有界点列

.

因此
,

存在 弱收敛子列 (不妨仍记作 扣
。
一 aj } )

,

u 一a f= 。一 lim (u ,

一af )

有常数 c,

使极限元

(4
.

14 )

唯一存在
。

由关系 (4
.

1 3 )
,

对给定的
。> O

,

有整数N > 0
,

当 ”
) N 时

,

关系

}
u 。
一a f 1

2
一 :

。一 a f !
2
二2 [J (u 。

)一 J (“)〕

蕴涵

日“。一叮 }一 }“一叮日《
。

或

lim l
。。一 af ! = }

u 一 a fl (4
.

1 5 )

由式 (4
.

1 4 )~ (4
.

15 )
,

知

}。
,
一 。}

“= }(。
。
一叮 )一 (“一af ) }

2

== }u
。
一aj }

“一2 〔
。”一aj

,
: 一 af 〕+ 1

。一叮 !
2 , 0

.

所以序列 {‘}强收敛于
、 ,

由犷的闭性
, 。〔犷

.

当然
,

这里厂闭是指对范数 }
·

}而言的
.

如果a(
·

,
·

)是强制的
,

则 }
·

!与 B 的范数才是等

价的
。
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对一般集合 犷
,

问题(4
.

1 1) 的解不是唯一收 (参见〔15刀 ; 当 V 二K 时
,

它 是对称双线

性情况下定理 4. 1 的推广
.

这就是说
,

弹性理论中的许多间题是有解的
,

对呵题(4
.

n )中等

号不成立的f
,

解是唯一的
。

定理4
.

3 (L a x 一M ilg r a m 一B a b sk a 定理 ) 设 U
,

犷 是两个 H ilbe r t 空间
,

双!线性形式

b(
· , ·

)
:

U x 犷”R 满足下列条件
:

、

二

b( “
,

的《a l川
。
卜l

;
‘

_ .

(V 材〔U
,

V 。〔气 。> 0)

二
(4

.

16 )

i二f s u p }b (书
, 。) {》口) 0 , (4

.

1 7 )
“ C U . 〔 V

}}
u
l!公‘1 1}

v
】{
二‘ 1

‘

黔 b(u 川>0 (v 别)
、

则变分问题
:

b (u , u ) = g (刀) (V 虎犷气 V 刀〔厂)

存在唯一解
u 。
连续依赖于数据

,

即

!}u
。

}!
。
《刀

一‘
I}9 1!

; , 一

证明 对任一固定的屹U
,

由条件(4
.

1 6 )
,

b (。
,

v) 定义犷上的线性泛函F
。 :

F
。

(口)二b (“
, 刀)

,

(4
.

1 8 )

(4
.

1 9 )

(4
.

2 0 )

!}F
。

}}; , 三 s u p 果产
‘ ·”

“”“< 一
‘

由R ie s z
表示定理

,

存在唯一元
v , ,

使F
。

(。)二 (v , , 。 )
; , 。,

线性依赖于
。 ,

记作
v , 二Bu

,

B
:

u , 犷是线性算子
,

于是

b (u , v ) = F
“

(v )二 (Bu
, 沙 ): ,

11加I!; = IIF
。

l
; .

( a 皿
。n。< 。

,

即B 是连续的
.

而且
,

,

B 还是卞有界的
,

即

睁

l
、、.产

U

一场呻
I}枷 !}; = s性P

肚 牡 V

}b(
u , v ) 1
I!v l!

; > s u p

l}
v
l!

; ‘1 11
“}}

> l}
。
l!
。 in f s “p Ib(,

, v ) l> 刀!!
u
}l
。

1{切 )l。, 1 1}
。
ll

r
‘1

(4
.

2 1 )

再证R (B )= 犷
,

由于下有界线性算子B 在值域 R (B )中有连续 (右) 逆 B
一 ’ ,

如令 B “=

v ,

则

砖。 }}, 二肠B 。砖; > 刀肠B
一 ‘v }!。

,

且p

{}B
一 ’。 }}

。( 刀
一 ’}}v ]}

; 。

因此
,

易见R (B )是闭的
.

再证明R (B )的直交补R
‘

(B )是空的
。 ,

用反证法
,

设有功铸 v0 〔R (B )使

(B u , u 。

) , 二 0

但由条件(4
.

18 )
,

知

su p (Bu
, v 。) ; = s u p b (, , 。。)> 0 (v 。笋功)

. u . 〔 U
-

所以
。。= 功

,

R (B )二犷
,

逆算子B
一 ‘
存在

,

i) 证存在性 由Ri es z
表示定理

,

g(
。 ) = (外 , “ ) ; (硬犷)

,

令f兰人
,

由条件(4
.

场 ) ,
.

问题(4
.

1 9 )成为;

⋯
吞(u

, v ) == (Bu
, v ); == (f

, 。) ; (V 。〔犷)



因而存在解。。二B
一

丫
.

ii ) 证唯一性

固体力学的不等式问题

而且式(4
.

2 0 )成立
:

}
u 。

I}
。
《皿牙

’

叮刀
。; , 。)皿f耘《刀

一 ’
}g 皿

, ,

设
。, 沪“。

也是间题(落
.

1的的解
,

则
·

o匕 IIB
u . 一Bu

。
i}, * 廿方(。一

u 。) jl奋冷l“
。。It

。

即梅‘喝
.

‘

条件(4
.

17) ~ (4
.

1 8 )称为弱强制条件

二
‘、

-

当u 二犷二H
,

弱强制条件换成强制条件
,

上面的定理就是原来的L o .M 圣1梦她引理 (参

见 〔1:6 〕)
.

:
一

下
- ,

、 丫

下面的熟知定理刻划了可徽凸泛函与单调算子之间的关系
·

(参见〔幻)
。

、

‘1

定理 { 不 设K 是自反 B a
na 比 空间B 中的一个凸集

,
,

J是K上的G 含te :
ux 可撤泛函

,

A 甘

gr ad J
:

B , B气 则 J是凸泛函的充要条件是
:

A是亚连续单调算子
.

定理4
.

5 设A为空间B 上的凸泛函 J 的梯度算子
,

J 是 B 中的有界弱闭子集 犷上下亚连

续
,

硬主n t( F )是对 v 。〔犷的变分直接形式J执)《J (的的解 ,
一

则
。
也是变分问题

·

<A (u )
,

岭 = 0 ( v 。
桩B )

-

一

一 “
.

器乡

的解
。 一 ’

一 :

.

定理 4
.

6 在前面定理的条件下
,

如果厂二K 是凸闭集
,

J的二阶G 凯ea ux 微商J护存在
,

且对以 t) (当 t , 、时
,

袱 t) , , )
,

有
·

一
,
’

‘
. 一

J
“

(。)(。
, 。)二(J护(,

, 。)汤>> , (肠
。协。 )书

。诊, (v 咬B )
:

· ’

尧

(心
,

2 3 )

则变分不等式

<A (拜)
, 口一 u)> 0 ( V 口〔B )

- 一

(4
.

2 4 )

有解
u〔K

.

如果
。
色nt (K )

,

则
u 是问题(4

.

22 )的解
.

关系(4
.

23 )也是一种强制的条件
.

变分极小问题的解
“是a了在K 上的投影

,

对 H ilb “rt 空间H 来说
,

可以视为定义了尽
价上

的元f到K o H 上的元
。 的一个映射

.

只有当K 是个子空间
,

J是二次泛函时
,

这个映射牙是

线性的
.

所以说
:

一般变分问题与变分不等式问题本质上都是非线性的
.

2
.

发展型确定性变分不等式

热弹性问题
、

弹性动力等抛物型和双曲型单边约束向题属于这类不等式简题
。

例如

佘
一 + B卜, 一。于Q , 。 又 (。

,

OO )

u
> 0

,

Cu > 0于口Q二 a口伙 [0
,

oo )

其中算子B 与C的形式因问题而异
。

}
(4

.

2 5 )

在 H ll be rt 空间H 的框架中来讨论
。

对偶积
、

内积及由此诱导出来的 L : (H )范数均用粗

体记号表示

<
· , ·

>二

芡
<

· ,
二>dt

’

rf

[
‘ , ’

] 三}
。

仁一
’

〕d ‘

}}dt

这里T 二的
.
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’

二

友 中

令
.

。
’ · 。

.

a (u
,

必三b(。
,

必粉伪
,

少>
,

b (;
,

校二(Bu
,

协>

是强制双线性形式
,

少三 a功/毋按分布导数理帆
。而且兔‘只

:
‘ 「

· ’

H 二 {v〔
t

几(H (口))
: J

可〔乓(H 弥(口”
,

叮 二
,

0) ~ 好

中二 {功〔L
Z

(H (口) )
:

功
‘
〔L

:
(L

Z
(口))

,

功(二
,

0 ) = 0 } 卜 (4
.

2 6 )

K 三 {v 〔H
: “

}
。》 o (a.

e
.

)}
、

一 呵
’

、一
, 卜“

一
此时 厂 问题(‘2 5,) 等价于求 一

_
, .

、 : 1

华
‘

_
「

、

。〔K
: a (u ,

必一
u )> <f

,

功一
u> ( V 功以 门巾 ) (4

.

2 5户

粗略地说
,

此时变分不等式月 题 (4 : 2 5 )代存 在唯一解
_

。德K
. ’

存在性证明可用椭圆化方

法
,

唯育性证明 、由于, e长厂不曰定
u

妙
,

因而须在中中构造 , 个近似解序列来卖现补
:

随扒样李分不等炙
l

_
一

少
\

出人意料的是
,

无论是稳定型还是发展型的某些随扒方程仍然可以化为上述变分不等式

问鬓二 下面试以发展型为例作简略介绍
‘,

一
: ‘

-

随机力学 (几何 ) 的问题可以用 Ito 微分方程
.

匆”洲溯)岔S十夕(彗)d 功(幼
,

叭t) 二雷
‘

(布> t)
一 ‘ 二 (4

.

2 7)

来描述
,

方程的解记作从
。

(s)

二
’

-

飞林碑。于时间t出岛
·

用、
.

记 ; > 矛而使加
:

(s )〔口石勺最小值
,
考虑停止时间 0( inf (丫一

T )二‘
:
A T

,

对给定的0
,

下式称为性能泛函
:

‘一‘“, 二刃

盯冰
一
“,
咋份岁

从
‘

畔
”

冷
\ 。 (4

.

2 8 )

式中f(二
,

t)与劝(x
,

6)〔e (g X (t
,

犷))
,

义 : 、, :

是只< z; 的集合的特征诱举
.
:
、

承优性能泛黄
_

,

碱比
,

t) 荟 i武J斌扔

可以表示成下列方程的解 (参见〔9」)
:

(刀( 宕
: 。
八T ) (4

.

2 9 )

,咨胜、r.

I
J,,孑

二
~

留
_

大、
·二

了挤: 少: *户
一

:
、

’
4

(
一

瓮
一

+ B一 , )
(一 , )一乌于 Q一。 : (。

,

: )
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。
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.
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固沐力学的不等式户加
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.
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这方面的主要洁果是
:

变分不等式(4
.
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发展型变分不等式问题的解的正则性至今仍未解决

解中存主一个最大解
.

。

不但如此
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8 1)
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,

变分不等式

特别是在高维

五
、

固体力学中的不等式问题

不等式问题吸引人们注意的根木原因是它对实际间题有广泛的应 )}于
.

这里提到的一些问

题仅是举例性
.

1
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.
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,
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尽管数据给得非常光滑
,
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.
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为简化书写
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考虑非线性弹性静力学问题
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