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式
,

这一技巧类似于 K el lo g g 和 T sa n
所用的技巧

.

构造形如 (1
.

3) 的差分格 式 (其 中
a ‘为待定的)

,

去掉P’(劝》o的条件
,

通过误差分析
,

导出 a 。所要满足的充分条件
,

使得相

应的格式一致收敛
.

从而给出几个指数型拟合差分格式
,

其中包含了格式(1
.

3)
、

(1
.

4)
.

证

明此时差分格式解一阶一致收敛
,

且当P( 幼和试劝满足条件( I )时
,

一致收敛阶为二阶
,

改

进了 D oo la n
等人

, ‘’的结果
.

二
、

(1
.

1) 解的分解式

首先我们叙述 (1
.

1) 的解满足极值原理
.

引理 2
.

1 设以劝是 [0
,

1〕上的光滑函数
,

算子L由 (1
.

1) 和 (1
.

幻 所定义
,

则

( i ) 对满足
。(o )》o

, v (1 )> o
,

L v (x )》 o 二〔(o
,

1)的。(二 )有
v (二 )》o 正 [o

,

1 ]
。

“

”
·‘二, ,‘

声r口 a X
0‘犷‘ 1

}L
。(g ) }+ {

。(0 ) }+ }
v (1 ) 1 (珑 [0

,

1 ] )
。

证明
‘

第一个结论的证明见 P r o t te r 和 W
e in b er g e r 〔弓, .

为证第二个结论
,

只需将结论 ( i) 用于函数

1
甲吸劣 , =

一

石

尸

〔n a X
0 ‘犷‘ 1

}L
。(v) }+ }

。(o ) }+ }
。(1 ) }士

。(x )

定理2
.

1 设
。(x )是 (1

.

1 ) 的解
,

则

l 劣 、
.

1
“吸x 少= 刀。吸一牙一 I一切

。吸
\入产 君 I \

1一 义

斌万 )
+ “ “,

(2
.

1 )

其中巧
,

。。
分别为x = 。

, 二 = l 两端的边界层函数

一

(六)
一 , 二 p

(
一义
黔 )

1 1一 劣 、 _

Z
功。几

~

万带一 I== q e X P吸一
\ 八了 君 I \

斌硕丽(1 一 x )

斌
一

『

这里
r (二 )= 口(戈 )/抓 二)

,

}尹}《C
,

}互!( C
,

而Z 。 )满足

!Z “
)(二) .(
叹

; + ·

+ e x p

(

: ; 一〔二
p

(
一

份)

斌百(1 一 x )

一 斌了一)」} (正 [0
,

1〕) (2
.

2 )

其中 0< 。< m in g (二)/ P(二)
,

0《 ‘ 喊里

1

2

而拌由下式确定

当P
,

(0 )== 口
,

(O )== P
,

(1 )二口, (1 )= 0时

当上述条件不成立时
(2

.

3 )

Jr.lee
、

一一拌

为方便起见
,

以下简称条件夕
, (0 )= 了(0 )二P’(1) 二丫(1) = O为条件( 1 )

.

这个定理的证明可参阅【幻
。

三
、

一致收敛的充分条件

把区间〔0
,
1〕分成N 个均匀的网格

,

步长h= N
一’,

网格点x ‘== ih
,

。《‘《N
,

对自共耗微



自共辆常微分方程奇异摄动问题一致收敛的差分格式

分方程(1
.

1 )
,

我们构造带拟合 因子 。‘的差分格式
:

L 几u . 二一。a ‘(P )占(P (戈‘)占u ‘) + g (劣‘)“‘

= f(二
‘) (1《i《N 一 1 )

u 。= A
, 。N = B

, p 二 h/ 斌
一

万

(3
.

1 )

尹.....、.‘L.

其中a . (p )为待定的拟合因子
,

木节我们讨论的就是 J ‘(p )应满足什么条件
,

才使差分格式

(3
.

1) 一致收敛 ?

当然
,

我们希望 (3
.

1) 具有正型
,

或者说它满足离散的最大值原理
.

引理3
.

1 如果 (3
.

1 ) 中的a ‘(p )满足a ‘> o
,

则对满足
v 。

> 0
, v 二> o ,

L 几。‘
) o ,

1( i《

N 一 1的。‘
有

刀。> 0 , 0《落( N
。

证明 见【1 〕的第 I部分第 8 节
.

我们将 (3
.

1) 的解分解为
u ‘= 口‘+ 切‘+ Z ‘ (3

.

2 )

对光滑的函数城劝
,

定义截断误差为
r ‘(u ) = L 派u (劣‘)一L 几u‘

.

(3
.

3 )

因为介是线性的
,

故由 (2
.

1) 有
r ‘(“)二 了‘(” ) + r ‘(切 ) + r ‘(Z ) (3

.

4 )

于是估计
: ‘(u) 就转化为分别估计

: ‘(的
, : : (。)和 r ‘(Z )

.

我们从估计
: ‘(Z )入手

r ‘(Z )= 。(1一a ‘)占(P(戈‘)占u ‘)

+ e〔(P (戈。)Z
,

(% ‘) )
‘
一己(P (二‘)占Z (, ‘))] (3

,

5 )

通过 T ay lor 展开
,

我们得到
_ 。

、
. 、 _

~
, 、 ,

.

护
。、 . 二 、

。
, 、 .

护
_

, . 。 、
,

。 , 、

O (P(劣 ) O乙(% ) ) = (P乙
‘

)
‘

十
一

而P
、一了

吸乡3 ) 乙
‘

吸% 少十 花P
“

吸自口乙
“

(劣少
性 0 工 U

十

;〔成
二 +

会冲
(: : )十 ,

(
二一

音
一

)
Z( 、 (、

: )
」

其中雪
:〔(二

,
二 + h)

,

雪
。
( (二一h

,
二)

,

舀3 ,

舀‘〔(x 一 h/ 2
,
二 + h/ 2 )

.

因此我们得到

1己(P(二
‘

)占Z (义‘) )一 (P (x ‘)Z
‘

(x ‘))
’

}

簇 C〔h
么

(m a x }Z
,

}+ m a x
}2

1,

1) + hm a x
】Z

‘3 ,
1〕 (1( i( N 一 1 ) (3

.

6 : )

若将其展开到Z(
‘, 项

,

则

“(, (二 )“z (劣 ))一 (, :
,
)

,
+

纂
。(3 ) (:

3
)Z

/
(/ )

+

:;
,
·
(:

‘

)z
·

(· ) +

信
,
尹
(‘

5

, Z
(3 ) (二,

’

+

;;l
,

(
X +

;)
Z (4 夕(: , )+ ,

(
X 一会)

Z ‘毛) (: 2
,

]
其中自〔(二

, 二 + h)
,
氛〔(二一h

,

x)
,

雳: ,

占‘
,

条〔(二一h/ 2
, x + h邝 )

.

故我们得到另一估计

}占(P(x ‘)占Z (二‘))一 (P(x ‘)Z
,

(x ‘) )
‘

}

簇Ch么习 m a x 12
‘, , (x ) } (1《i《N 一 1) (3

.

6 b )
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一(。,

{
+ r (“,。

‘了.

!
, .

1、。{
p :

4 J ‘P 一 忿s h

:

双币)p

2

+ hP 知。、
。 一 * 、}

+ 。、、}卜
。

(刹!
成C h

Z

于是我们证明了

l
: ‘(v ) l簇 ChZ p

用完全类似的证明
,

可得到

定理 3
.

3 如果 (3
.

1) 中的a ‘
满足

}
·(1卜 4

窄
互

S“
2

要也 !1
。。

1一 x ‘

以
6 )1

‘C人“’
(3

.

2 1 )

则 I
r ‘(。 ) l《 Ch

么p 。

将定理3
.

1~ 3
.

3和引理 3
.

1结合起来
,

得到下列的

定理3
.

4 如果 (3
.

1 ) 中的口‘> o 且满足 (3
.

1 0 )
,

(3
.

1 1 )
,

(3
.

2 1 )
,

则

}
u (劣‘)一 “‘l《C h

Z 产

其中
u (二‘)和。。

分别为 (1
.

1 ) 和 (3
,

1) 的解
,

而拼由 (2
.

3 ) 确定
.

四
、

指数型拟合因子

根据第三节的讨论
,

我们可以构造几个特定的拟合因子
,

使得相应的数值解一致收敛于

微分问题 (1
.

1 ) 的解
。

1
.

变数拟合因子

首先我们考虑

a ‘(p )=
r (二‘)p 么

_ : 一 :
扩

一

欣万万 p
一

—一丁

—
a J占

—
4 2

(4
.

1 )

〔1 」曾讨论过这种拟合因子
,

他们在条件 (1
.

2) 及P’(劝> o的假设下
,

证明了含 (4
.

1) 拟

合因子的差分格式 (3
.

1) 的解一阶一致收敛于 (1
.

1) 的解
.

他们用的方法是
“

古典估计
”

和 ,’4 卜古典估计
”

的二次估计法
.

现在我们去掉 P’(劝 > o 的条件
,

通过验证 (4
.

1) 满足定

理3
.

1~ 3
.

3的条件 (3
.

1 0 )
、

(3
.

n ) 和 (3
.

2 1) 来证明同样的结论
.

进而我们还可以得到误

差阶与系数函数之间的关系
。

由

}1一Z
Z sh

一 2 2 }( C Z
Z

(Z ) o ) (4
.

2 )

立即得出 (4
.

1 ) 满足 (3
.

1 0 )
.

为了检验 (3
.

1 1 ) 和 (3
.

2 1 )
,

引入函数

s (二, 一 毯
洲

sh 一
亚粤

旦
.

(4
.

3 )

则 S (书‘)= a ‘(p )
,

我们有

S
,

(劣) =
r 产(x )
r (x )

S (劣 ) (4
.

4 )

,

(x )S ’‘“ , 一“‘二,

{(斋

卜亚尹
·ot h业叭〕

)
“

〔卜创以护
旦一th

价譬)纽〕
’
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一

(斋
一

)
“

〔卜亚臂犯
一 , h亚宁

竺
」

上 1 f r ‘(二 )\,
「。 , _ 、 _ 澎于而)p

_ _ ‘ 二斌欣玉)p 飞
+ 二吸份子万子

一

】! 5 (劝一
’

y
一
生

~

华创
一 c ot h里 性井二 I’

2 、 r (% ) / L一
、一 ‘

2 一
’ 一 2 」

。 r “(二 ) r
,

斌石而 )户
、

_ , 二
研币)p l丫

+
二
下》夭{ 1 1一

’

卫
.

丫, 兰 c o t h 兰
一

全 一 引
一

!卜r (劣) L
‘ 2 一

‘

一 2 」J

利用 (3
.

19) 和(4
.

2 )
,

得到

}S
,

(二) !《 C户含S (戈 ) (1《 k《 2 )

}5
1,

(二) 1( Cp ZS (戈 )

将S (x )在x 二0 处附近展开
,

得到

(4
.

5 )

S (戈‘)二 S (0 ) + x ‘S
,

(雪) (4
.

6 )

于是

r (0 )一 4
鱼勿)

s h
:

P
-

斌叹叮p

2

(矢(0
,
劣‘) )

下T l 劣‘ 、T
一

曰 v o吸一奋
一

下
一

刃l
1 1 \八产 召 1 1

二r (0 )-
劣‘

S (0 )

S (君)
S (0 )

!s
, (: ) l一, l

e ; p
(一亚丈迹互竺、
\

材 巴 ,

分月C成
、、.‘/

《CP 劣‘
e x p

(
/ r (0 ) x ‘双叔刃
双万

(4
.

7 )

当条件 ( I ) 成立时
, r ‘(o )= 0

,

从而 S
,

(o )二 0
,

代替 (4
.

6 )
,

有

。
, 、

.

。
, _ 、 .

1
。
。

,’ , 、 ,

一
,

_

。 ‘x ‘) = 。 LU 少一万x 苦。
“

L刀) ‘刀七‘U , x ‘) , (4
.

8 )

因此
,

在这种情况下

}
·(。卜 4 旦丝

梁
Sh

Z

“噜巫{l
」

一

(介)1}

欲急;
一

, S
·

‘。, , ,, ,二p

(巡券瞥)皿2
一一

( CPZ义: 粼卜
p

(
- 斌叔丽为

斌了 )
‘c h“

(4
.

9 )

由 (4
.

7) 和(4
.

9 )
,

我们证明了由 (4
.

1) 定义的J ‘
满足 (3

.

n )
.

用完全类似的方法可以验

证 (4
.

1) 的丙也满足(3
.

21 )
.

因此
,

有

定理4
.

1 设晰为差分格式 (3
.

1) 具拟合因子 (4
.

1) 的解
,

u( 二‘)为微分问题 (1
.

1) 的

解
,

则

}
u (二‘)一“‘

}簇Ch
Z 拼

(o( i( N ) (4
.

10 )

拼由 (2
.

3 ) 所确定
。

2
.

常数拟合因子

我们希望找到一个较简单的差分格式
,

但它仍具有一致收敛于 (1
.

1) 解的数 值 解
,

故

我血提出常数拟合因子
·

首先我们考虑特殊情况, (0 )= r (1)
,

此时定义a ‘为






