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摘 要

本文从Ka
r ln a 。板大挠度方程出发

,

先用G al e r k in 法将横向载荷作用转化为初挠度影响
,

然

后以挠度为摄动参数
,

采用直接摄动法研究简支矩形板在横向载荷与面内压缩共同作用下 的 后屈

曲性态
.

‘

本文讨论了两种面内边界条件
,

同时计及板初始几何缺陷的影响
。

计算结果与实验 结 果的比

较表明二者是一致的
.

一 日l 言、
,

J . 异- .

在工程结构 (如桥梁结构
,

船舶结构
,

海洋平台结构等) 中
,

薄板构件往往受到横向压

力和面内压缩同时作用
.

若横向压力很大
,

则为大挠度问题
, 若横向压力较小

,

随着面内压

缩的增加板将发生屈曲
.

弄清矩形板在横向压力与面内压缩共同作用下的后屈曲性态具有重

要的实际意义
.

对于矩形板在面内压缩作用下的后屈曲性态已作过广泛的研究
, 相比之下

,

当有横向压

力作用时
,

矩形板在面内压缩作用下的屈 曲和后屈曲则研究得甚少
,

仅有少数文 献 可 供 资

用 t““, ,

因此
,

有必要作进一步的分析和研究
.

本文讨论计及横向压力时矩形板在面内压缩作用下的后属曲性态
。

在不变的
,

较小的横

向压力作用下
,

矩形板产生一初始浇度
,

由于该初挠度的存在直接影响矩形板的屈曲与后屈

曲性态
,

其表现类似有初始几何缺陷的板
.

本文从 K a r m 弃n 板大挠度方程出发
,

先用 G al e
rk in 法将横向压力作用转化为初 挠度影

响
,

然后以挠度为摄动参数
,

采 用直接摄动法研究矩形板在横向压力与面内压缩共同作用下

的后屈 曲性态
。

本文讨论了两种面内边界条件
,

一种为纵向边缘可移简支
,

一种为纵向边缘 不 可 移 简

支
。

本文同时计及板的初始几何缺陷
,

其形式取作和矩形板小挠度解的形式一致
.

.

钱伟长推荐
.
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二
、

基 本 方 程

假定四边简策乖殆板的长为
。 ,

宽为‘ 厚度为,
,

受到对边均布压力九 并有线性分布横

向载荷 q 二 q 。
一 q l

(二/a 一 1/ 2 )
,

若 q ; = o ,

即为均布横向压力
.

取坐标系如图1所示
.

并以不

和功表示挠度和应力函数
,

以砂誉表示初始几何缺陷
·

那么、计及横向压力q 时
,

K ar m 如 板

大挠度方程可表为如下形式
:

厂一
~

矛‘‘荔
蒜

一

立二几二二二二习

过立翱立

图 1 矩形板受横向压力与面内压缩共同作用

助、二 ,
「黑嘿

一 :
-

L 妙沙 I, 山

口2
铸

-

口劝夕

a么班
a 二口夕

口
么

功口
忆
班

已劣么 口y名

十
口么功
日g 么

口名平分
一二 一沂一 一艺

O X
.

护功
口沈口夕

口2

研分
.

口么功
二一 二
一 十

一

犷兮
口劣口 !I O 劣

-

口么牙
口g 么 〕

+ 。
(2

.

1 )

v 4
, 一 :
〔(

口
么
于不
厂

口劝y

护才 护班
.

_

一百厂 而“一 十 艺
a么万 口么砰誉
口劝y 口劝y (2

.

2 )

口2
砰

一 而
么

-

护牙言
ay 艺

a
Z

才 a Z
才言

-

一
’

征
一百灭「

呼 _ (2
.

3 )

其中

一 *

a 4

V
一

二
,

万
. ,

U 叮公

十 2
口

4

石分石歹
泛

口4

十
~

汀
目

了
o y

‘

~ E ta
、 ,

~
,’ 曰

, , 、 _
。 _ _

, 、

~
, _ , , 、 : . , . J _ ‘

,
_ _

.

刀=
1 一

辰
,

万洛不刀骂曰 刚度
, 乙相v分别为弹性筷奴相厂Ol ss o n 比

。

二自、 咨
—

F l

板中的内力

.

口2

功
Z V

·

= ‘
一

沙亏
2 一 J”

·‘“ 一才
口“功
口劣口夕

N r
夕“功
口劣 2 (2

.

4 )

面内位移U
,

犷与牙
,

不言及必的关系为



拒形板在横向压力和面内压缩共同作用下的后屈曲 弓息

口U
.

1 1 口才 \
一‘

~

一十 蔺
一

I一丙 .
口劣 乙 \ 口劣 /

a不
+

-

a劣

J才
沙劣

一井君

l a 名访 a !

功、

气西奋f 一 ,
、
一

丽
『)

1 了口班 、之
.

a牙
十

石
一

吸不— . 十
一
沐一

乙 \ 0 夕 / o y

a牙言
口夕

1 / a “

诱 。,
功、

= 万气丽
f 一 v

而
蔑

)
(2

.

5 )
a砰
口男

.

a砰
十一万

.

U梦

a砰言

而

.0
-

厂一g陌印一口a一

柳一即脚
�

叙a厂
十 二一

O X

丝彻四ay

2 ( 1 + v

假定边界支承为四边简支的
,

劣二 0
, a ;

日
2

功
口劣口y

那么边界条件为
。

砰二牙
, : :

= 0
,

N
: , 二 0

{:
“沟 +

卿
,

( 2
.

6 a )

( 2
.

6 b )

夕== o , b ;
牙== 牙

, , , 二 o ,

N
二 , = o ( 2

.

7a )

}:N,d
“一 0

犷二常数

(纵向边缘可移简支 )

(纵向边缘不可移简支 )

( 2
.

了b )

( 2
.

7 e )

单位端部缩短

玉
_

a

,

(2.8)
△,

b

一

切:只票面、
一‘ 一 ‘

一
一

,

一就据嚼
一公
影 )二

一

抓嘿 )
’ 一

嘿嘿沙耐

一就{:器、
、-

* 一

撇黔(影 一黔
一

; (盟)
“

一瓷瓷
:
一

枷
·

( 2
.

9 )

引进

那么
,

兀
一 苏

,

a

汀
, =

一

b y
,

~ 砰
-

一
_

_

伴 =
、

丫 1 2 ( 1一 , 乙

)
奋

, 一茗
,

,

评 : 一形
, 、

一

、*、、二、。
,

a
奇

口。不

二 q 口
丈、叮二

、 / 1 2 ( 1 一 v : )
兀4

D t一一

.

几方
一

刀

一一
,O
下

口 c 丁

4兀么D

b Z t

1 2 ( 1 一 v Z ) bZ
、

八
二

一
~

诬万呀‘一一
a 占, “

1全似 , ”

狡竺
_

少
,

4汀Z tZ
b

( 2
.

1 0 )

方程( 2
.

1 ) ( 2
.

2) 可化为如下无量纲形式 (略去字母上的
“

一
”

号)

甲‘
研一

《婆
十
念

一 _

口2 ;
砰

一

百砂
-

_
二

翌适
口泌g

日
2

万
,

口2

功 口2

牙
万诵幼下

丽
“

一

而
‘

口Z

W
a戈 2

一 2

一 2
口名价
口戈a夕

口
2

研言
口劣a夕

口
2

功
日% 念

口“万 :
一石沪一〕

十K
·

( 2
,

1 1 )



沈 惠 申
、

甲协
二

叱篇
一

)
‘
一

弩等甘瓷
二

‘

~

黝
一

伴
一

等
立一

等
一

警」
、

其中

边界条件化为

: ‘一

纂
+ 2 ,

口扩0 夕2

.

_ J

护
+ 扩百

一孟

口y
-

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

二 = 0
,
二 ;

‘

才= 邢
, : :

= 0
,

必
, : , == 0

拼尸
一

黔、
‘“

·

产‘。

(2
.

1 4 a )

(2
.

1 4 b )

, = 0
,
二 ; 牙 = 牙

, , , 二 0
,

功
, : , = 0 (2

.

1 5 a )

、

方
一

{:
一

黔面
一” ‘可移

靛
’

氏= o (不可移简支)

(2
.

1 5 b )

(2
.

1 5 e )

单位端部缩短化为

占
,
二一

1

4二尹 {:{:l(
,

2 口2

功
a y

Z

口
2

功、 1 / 口牙 入么 a牙 口班戈1
, :

一卜而犷)一落人万犷) 一 {
-

百牙一 而一J
a 劣a y (2

.

1 6 )

‘,

一、

耘{服(鄂
一畔令)

一

省袱盟
一

)
“ ~ ,
盟

一

鄂
一

脚“ (2
.

1 7 )

方程(2
.

1 1 )至(2
.

1 7 )可以用来研究简衷矩形板
_

在横向压力和面内压缩 共同作用下的 曲 屈 问

题矿
’

一
‘

-

一 沈 、

一
、

三
、

分析方法与渐近解

设
、

_

牙= 牙
, 二砰

: + 研全
,

功二功
, 二诱

: + 功全

其中附了为横向载荷K 。
引起的初始挠度

,

附
;
为面内压缩引起的附加挠度 ; 功

牙
: 相对应的应力函数

.

那么
,

牙了
,

批满足方程

甲‘
附贾= K 。,

7
毛

衬一 o

设方程 (3
.

2) 的解为
·

班 r二
。〔乙 月之sin

二
s in n v ]

(3
.

1 )
,

人为和班全
,

(3
.

2 )

(3
.

3 )

并取
气 、

将式(3
.

3 )
、

心 = 0

K 。

一“!

一「
“1 。一“1 !

(
一

凳
一

合)〕 (3
.

4 )

(3
.

4 )代入 (3
.

2 )
,

利用G a le r k in
法我们容易得到

16 k ; 。

。n (m 么
+ n 么

刀
么)

2 二2 (。= 奇数
, 。= 1 )

8 k l l
(3

.

5 )

仇”(。
2
+ 。2

刀
2

)么二
2 (川二偶数

, n = i)



矩形板在横向压力和面内压缩共同作用下的后屈曲

而牙
: ,

功
:
满足 方程

: 啊一叹势
一

旦羚一 2 a场
:

刁二口y

日2
牙

二
.

口忍透
r.
口2

琳
。

万

不
-

二十、
止

一

歹- 汤 , 二

a 劣o y o x
一 口y

-

工口
.

一�d梦叙
.

a场
二

十
一

丫带
O y

-

口:
牙

餐

口劣
2 一 2

L
a 么

牙
爷

.

口
2
功

:

五 一‘一 , 十 不汗o x o y 口劣
-

a Z

班
签

a yZ 〕 ( 3
.

6 )

甲
‘

功一刀
’

!(
a Z
砰

二

口劝夕 )
2 aZ

砰
石

口劣2

护W 互干么

石。
:

d 么平
乙

口劣口y

口“附
.

日戈口y

口么牙
石 口2

牙
.

口
2

牙
乙 口2

牙一

一而厂 石了
一

一万沪
一

刁王,

一

砰
.

= 才言+ 牙了

( 3
.

7) 的解为如下渐近展开式

( 3
.

7 )

其中

设方程 ( 3
.

6 )
、

( 3
.

8 )

砰
: (二

, 夕, 。) = E
e ”

班
。

( 二
,

夕)
,

功
: ( 二

,

夕
, 。) = 乙

。,

功
”

(二
, v ) ( 3

.

9 )
月 一 1 呱 一 O

并取初始几何缺陷 (无量纲形式 )

牙 : 二。A 言
s i n m x s i n , y ( 3

.

10 )

由于在初挠度牙全中仅
。
〔A : si n m o in 即〕项对屈曲和后屈曲产生显著影响

,

因此
,

可将邢
.
表为

「 ‘

班
朴= 胡A ;l, si n m 戈 s i n

即 (3
.

n )

其中
A 言+ A :

拼= —
一—— ( 3

.

1 2 )
A壮

比照参考文献 〔创
,

我们发现方程的形式和解的形式都相同
,

因此
,

我们可以直 接 调 用 文

[6 J的结果
,

助对于

纵向边缘可 移简支

久
:
二 J

_

丁
4刀

z L

( 例2 + n Z

刀
么) “

( 1 + 拼) m Z

+ 六世土岑必( 1+ 动叭“

上O 了I ‘

1 / _
, J . 、 。 _

.

_ 、 。

「
十

一

云声万气艺吸1 十拼) 一 吸1 十 艺拜) “

l
石 0 0 、 L

, 4
( m 4 + n

场
4 )

9 2 3

n 4

刀
4
( m 4

+ n 4
尸
毛

)
- r 一

—
-- - -

—
一

—
一 一一

g : -

m s
.

沪B S
一

二一十 一资一
9 1 3 夕5 1

」
一 ( 1 + 。) ( 1 + 2、) 〔2 ( 1 + 。)么 + ( 1 + 2。, 〕

〔 })叭
: + ⋯

} ( 3
.

1 3 )

氏一 ,
·

+

矗丁
( ‘十 2“ , 牙

·‘

十 2

打脚
+ 拼)

·

( 1+ 缈
2

〔
-

g x 3

, ”
丫

.

〕
门 ~ 二 - 一

-

.
习3盆 J

一4 ~
矛了‘

_

“
万一 十

节
不君, 十

·

”
( 3

.

14 )

其中
( A 言+ A 篇) 。

A 全
: 。 ( 3

.

1 5 )

川 l’。= 、
: 。 +

,

知
+ 拼) 名( ,

.

+ 2; )砰
一

孚
+

掣1二 : 。 + ⋯

1 0 L 习 1 3 甘3 ! J
( 3

.

1 6 )

g , 。

二。
2
〔( , n 么+ 。。么口

2 ) 2 ( 1 + 拜)一 ( 。2 + 矛少) 2 1

9 5 , 二m Z [ ( 9 m 2
+ n 么
刀

2
)
“

( i + 拼)一 9 (。
2
+ n Z

刀
2

)
2

3
}

而及

( 3
.

1 7 )



沈 惠 申

2
.

纵向边缘不可移简支

1 「 (m Z
+ n Z刀

么

)
2 ,

1 仇4
+ 3”4

刀
4

“ ·

二 4严飞(1 + 川 (m坏
,

哪
“

) 十元
一

淤
一

冲即
‘ (1 + 2拼)不呈

。

一

、 、

巴
、

(
2 (1

一

卜。)
“

(: + 2 ; )
“

r
乙 0 0 、 L

切 4

(m 4
+ 3 n 4

刀
4

)

g 1 )

十

卿宝
丝
鞠

一、, 。
一

。)、1
一

* 2、)仁2 (, + ; )
2 十

·

(1
一

卜。 )〕
l
一

筑
+

瞥3)万
·“十⋯

} (3
.

1 8 )

z�32d
二

= ( 1一 , 么)几
二

+ 衅锣送
( , 十2。

衅
。

场晶
(丝士”丫 )

2

尸
.

“ + “,
2
“ + 2。,

“

「
. n

份
一一 介一 一 一

- 〕牙‘
。 +

.

”

( 3
.

1 9 )

其中
(岑 + 耳: )。

川介
( 3

.

2 0 )

而

对
: ) 。

, .

1
, _ . 、 , , 曰 _ 、

「
人 x i

’

暇= 畔 石 . 十 ; 下吸1 十拼厂又1 一 Z拼)
.

1
1 0 ’

L

,、4
( m 忿

+ v n Z

刀
么

)

g r 3

( 阴
2
+ v n Z

刀
2 )

9 1 5
’ 〕苹

瑞十
‘

”

( 3
.

2 1 )

g , 3
二 (。2

+ 9 n 2

刀
2 )

“ (。2
+ , n Z

刀
2
) ( 1

一

卜“) 一 ( 。
么

+ n Z
刀

2 )
“

( 成
2
+ 9 , n Z

刀
2 )

g , , “ ( 9 ”‘,
+ ”么
刀

2
)
“

( m Z
+ v n Z

刀
2
) ( 1 + 拼) 一 ( m 么

+ n Z

刀
2

)
“

( 9二
2

+ v n ‘
刀
‘) } ( 3

.

2 2 )

需要指出
,

在式( 3
.

15 )
,

( 3
.

2 0) 中
,

当砰、= 0时
,

若A言+ A二= 0
,

则拜二 0 ,

此时瓜对应线

性临界值 ; 若A 言+ 刃 : 今o
,

则拼二 co
,

此时瓜“ 0.
‘

.

~

由式 ( 3
.

13) 至 ( 3
.

2 2) 可以看出
,

当有横向载荷作用时
,

即便不 : = 0
,

矩形板 的载荷
一

挠

度曲线或载荷
一

端部缩短曲线类似有初始几何缺陷的板
‘

当横向压力q = 0时
,

.

则 班士二 0
,

由式 ( 3
.

1) 此时牙二甲
, 二研

: .

重新回到文〔6] 的结果
.

四
、

结 果 和 讨 论

根据式 ( 3
.

1 3) 至 ( 3
.

2 2 )
,

我们分别计算了对应两种面内边 界条件
,

长宽比 刀二 2
,

3 的三

块简支矩形板在横向载荷和面内单向压缩共同作用下的后屈曲平衡路径
.

板的几何参数
,

弹

性常数及横向载荷在表1中给出
.

计算结果如图2
,

图3所示
.

图示表明

( 自 挠度
一

载荷曲线
,

挠度
一

端部缩短曲线类似有初始几何缺陷的板
.

卜 ‘

( 2) 由于横向载荷的存在
,

板产生一初始挠度
,

至使挠度
一

载荷曲线起始点偏 离 坐标

原点
.

其偏离程度与横向压力大小及屈曲模态有关
.

( 3) 纵向边缘可移简支与纵向边缘不可移简支相比其曲线较为平缓
,

因此
,

‘

对应纵向

边缘不可移简支矩形板具有较高的屈后强度
.

图4为本文结果 与文〔3
,

4〕实验结呆的比较
,

可以看出
,

实验结果与理论曲线间有相当好

的符合
.

其中3号板的实验结果与初始几何缺陷 研舍/ 矛二 0
.

05 的理论曲线相当符合
,

而 1号板

的实验结果更接近初始几何缺陷附丫/t = 。
.

1的理论曲线
.
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