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摘 要

本文探讨至今对连续介质自旋的力学意义的误解的根源并给出正确的解释
.

设运动着的物体在当前构型 (时刻t) 的速度场和速度梯度分别是v和
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分别是L的对称和反称部分 (夕 和了分别是对称化和反称化算子 )
。

本文采用文献【1] 的张量

运算符号
.

一个多世纪以来
,

许多作者论述过自旋的力学意义 (参阅〔1~ 8〕)
.

C
.

T r ue sde U在 《经

典场论》
〔“’的第355 页将这些论述总结为下面一段 话

:

“ G os ie w ski 红“〕
漂亮地改述了S tok e s的结果〔“’.

由于沿伸长率主轴的各物质元素瞬时地各

自不进行相对转动
,

如果不计及质点沿这些元素的运动
,

这些线元素的瞬时运动是刚性的 ;

因此
,

在通常的刚性运动意义下
,

自旋就是伸长率主轴的角速度
.

G Os ie w s ki 对上述论点给

出一个等效的形式分析
。

他计算了平行于d x 的单位向量n 的变化率
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若 n 是d的特征向量
,

则 ( d点一 d : 。)狱 )粉, = o ,

从而( 8 6
.

10 )简化为

厅垂= 切 念二 n 仍 ,

这就是要证明的结果的一个解析陈述
。 ”

这里的d就是 (2 ) 式的O
,

而 , ‘, 就是 ( 3) 式的W 的分量
.

A
.

C
.

E ri ng en 在〔7」的第76 页和〔8」的第52 页把上述提法写成定理
;

定理2 自旋是伸长率张量主轴的角速度
。

口

它的证明也用到 (86
.

10
, 11 )

.

文献 [ i J中的 (5
.

10 , 14 )等价于 (8 6
.

10 , 1王)式
:
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.
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6母二W n了
,

(5 )

并且重述了上面用楷体印刷的提法
: “

(5
.

14 )式表现了W 转动伸长率标架的事实
. ”

现在看来
,

对自旋的这种解释是一种误解
.

文献〔刻认为
,

澄清这个误解的关键在于引进一种称为
“

固化物质导数
”

的新 导 数
,

以

和一般的物质导数相区另11
.

这种新导数
,

除了固定质点 X之外
,

还要求固定 d X
,

d A 或 d 犷
.

但是
,

如果我们想求物质线素 d x 的
“

固化物质导数
” ,

就会发现
,

固定相应的 d X 是多余

的
,

因为作为参考构形的元素
,

d X 是自然固定的
.

这时
, “

固化物质导数
”

和
“

物质导数
”

是一回事
.

如果要计算一 个非物质线质的
“

固化物质导数
” ,

则谈论固定某个 d X 是毫无意

义的
.

因此
, “

固化物质导数
”

的定义是不恰当的
.

从定义式 (2) 得不出 (7 )式 (均为 〔9 〕的

编号)
.

问题不在于定义一个新的物质导数 (物质导数只有一个)
,

而在于要动态地区别两 种 标

架
。

求伸长率O主轴的角速度
,

要对代表这些主轴方向的单位向量 n公求物质导数
,

即在固定

X 下求对 t的导数
.

这个三 向鼠组{n扑在每时刻都应是O的主向
.

过去做法的实质是
:

在由

XX口d
一一

定义的向认组 {n} 中取在时刻 t与 {n 扑重合的三向量组 {n升
:

n 。

(t) = n母(t)
,

(6 )

并认为户
。

(t)就是心 (t)
:

行字(t)=
, ’ 。

(t)
.

(7 )

从 (6) 是得不出 (7 )灼
.

虽然满足 (6 )
,

但在时刻 t以外
,

{na }一般不同于 {n g}
.

正如两条曲线

一般不在交点相切一样
,

这就是误解的症结所在
.

根源在于没有从动态观点讨论一个动态间

题
.

{n
。

}是这样一组时变的单位向 鼠
,

它们在时刻 t和 {n公}
,

重合
,

随着 t的变化
, n

。

始终和相

应的物质线素同向而保持长度不变
,

形象地说
,

诬。
。

}是拴在相应物质线素上而滑动的刚性向

量
.

如果称 {n 公}为伸长率标架 (s t r e tc h i: 9 fr a m e )
,

则诬n
口

}可称为瞬时物质共向伸长率标架

(in sta n ta n e o u sly im a te r sa l
一 e o o r ie n te d o t r e te h王n g fr a m e )

.

由(4 )
.

考虑到 (1 )和 (6 )
,

就有

定理 1 自旋是瞬时物质共向伸长率标架的 角速度

找
a

二W n 口 .

口 (8 )

今引进固定 };勺笛氏标架 {i
。

}
,

称为背景标架 (ba e k g r o u n d fr a m e )
.

{n召} 犷自当前方向
一

1l]

以看作是相对道i
。

}转动的结果
:
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其中

R D = n go i
。 ,

R ” , 二 i
。

À n公

是转动张量及其转置
.

将 (9 ) ,

求物质导数
,

得

6兮二R ” i
。
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二 Q”n 兮
,

其中反称张量

护 = 妙R” == Q, 扑n言À n窗
.

。

(1 0)

容易证明
, Q”

与背景标架的选择无关
.

于是有
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定理 I 由(1 0 )式定义 的Q”是伸长率标架的角速度
:

叼二业与言= 。外时
.
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为了得到Q ”的表达式
,

求谱表示
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,
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,
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对于d
。

= 心情形
, 一

可用极限过程求相应的分
‘续

.

余下只需求出0
.

为此
,

利用变形梯度 F 的

一个熟知公式 户
’
二一 F 一 ’L

,

有

二 1
,

火 _
,

久
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叶À V + V O 亏一 ( vÀ 叮) ( vÀ V ) 一 ( 叮À v ) (可À v )」

= 夕 ( M一 LZ )
,

( 16 )

其中M一 * À V 是加速度梯度
.

W 是速度梯度的反称部分
,

而Q ”

则依赖于速度梯度及加速度梯

度
.

在一般情况下
,

只D 铸W
.

( 17 )

因此
,

这是个完全不同的概念
.
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