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‘

岑人经 刘宝森

�华南理工大学工程力学系
,

��� 了年 � 月 �。印氏到 �

摘 要
·

木文着重研究振荡状态下的管流 问题
�

从基本的 � �� �
�
卜 � �� � �

“
方程出发

,

进行线性化之后

采用虚宗量 � � � � � �函数的方法求解
,

得出了一组描述圆管振荡状态下发展流动的速度分布
、

压力

分布公式
�

它们较之 � �� �� � 等人推导的公式更为简明和易于计算
�

并且
,

在柏同的条件下简化为

形成流动的表达式后
,

两者的公式完全一 致
�

数值计算还表明
,

本文公式的理论 结 果 无 论 是 和

� �� � � � 等人的理论计算结果比较
,

还是和他们的实验结果比较
,

都是相 当一致的
�

一
、

月�� 吕

发展流动和形成流动是管流中两个不同区域的流功
�

当流体从大管流动到支管时
,

发展

流动便在入口附近区域中产生
,

一直到抛物线型的速 度剖面稳定地形成后
,

才 出那形 成 流
动

�

因此
,

这 两种流动是在同一个管流中存在的
�

但它们的速度分布和压力分布却�是截然不

同的
�

循环系统中的血管流动就是这种情况一 般来说
,

形成流动是发展流动的一种特殊情

况
,

又由于发展流动所处的入 口区域长度往往比较 长
,

�

在分支甚多 �譬如血管� 的流动中
,

某一段管子的流动尚未发展为形成流动之前便需要分支
,

所以
,

所研究的便仅是发展流动的

分支
,

简单的形成流动公式就不适用
�

因此
,

要全面深入地论述管流问题
,

就必须注重发展

流动的研究
,

也由于发展流动和形成流动的问题
,

不但在循环系统的血管流动中
,

而且在其

他工 程上都具有重要的学术理论意义和实际应用价值
,

所以
,

很久以来
,

便引起了国内外科

学家的注意
,

并作了大贫的研究工作
�

对于定常状态下的管流
,

苏联学者 �
�

�
�

� � �� “ ’曾

作了比较全面的研究
,

导得了
一

可以描述定常状态下管流的这两种流动的速度分布和压力分布

公式
。

而对于振动状态下的管流
,

美国学者 �
�

�
�

� ���
� � 等人

〔“〕也作了比较深入的分析
,

导得了描述振荡状态下发展流动 和形成流动的速度分布和压力分布公式
�

他们的结果一直很

受重视
,

经常被许多专著
〔“’

、

〔� ’
所引用

�

但 � �
� � � � 等人的公式在使用上比较繁杂

,

必须先行

作出曲线图
,

并求出确定的幅角值代入公式后才能进行计算
�

本文同样着重于研究振荡状态

下的圆管流动
�

从基本的粘性管流的 � �� �
� 卜��� � � � 方程出发

,

应用 � � ��
〔‘〕的线化方法建

立了一组描述振荡的发展流动的偏微分方程
,

采 用了与 � �� �� � 等人完全不同的处理方法
,

�

周履推荐
�

� � �
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进而利用虚宗量�
� � � � �函数方法求解

,

求得了另一组描述振荡状态下发展流动和形成流动的

速 序分布
、

压力分布公式
�

文巾分析和比较了管流的定常的发展流动
一

与振荡的发展流劝之间

的差另��以及定常的形成流动与振荡的形成流动之间的差别
,

还讨论 了振荡的发展流动的轴向

速度剖面随相位而变化的规律
�

最后
,

把本文的公式与 � �
�

�
“� 等人的公式进行了比较

�

结

果表明
,

本文公式不但较之简时
,

而耳无须愧图就亩血直接进釜谢算
,

应用上比较方便
� 同

时
,

很容易看出
,

当在描述特殊的形成流动情况时
,

本文的公式和 � �� �� � 等人的公式是完

全 致的
�

数值计算还表明
,

本文公式的理论计算结果和 � ���  ! 等人于�� ��年作 出的实验

结果
七“’是相当一致的

�

二
、

运动方程及边界条件

设运功的流体 早粘性的
、

我们取例柱坐标系 ��
,

�
,
二�

的径向
,

管半径为 �
,

如图 �

均匀不可压缩的
�
流动是轴对称 �自层流 � 圆管是半无限 长 的

�

的坐标原点在圆管的入口 中心
、

位置土
,
、 轴沿管的轴向

, � 沿管

所示
�

由此可写出
�

� � , �

� 口 ,

岔
一

卜卉 口��
�

口� �
� 口口

�

口艺�
二

口� 么 ��
�

��

口口
,

口戈

一

卜口,

一二翼
十 ·

�

一二豁
十 ·

�

��
�

��

� 口口
�

� 口�
资、
� 一 ,

��
�

��
巩广丫少口

机��机即

�

留
十

寸
一 �

甄由呱毋帆叙

式中
,

�� � 内 ��
,
�

,

�� 是流 体 的 轴 向 流 速
,

巧 �

。 ,

��
,
二

,

��是流体的径向流速
,

� � � ��
,
二

,

��是 圆

管内流体压力
, � 是流体密度

, , 是流体运 动 粘性

系数
。

由于流体的轴向速度 人在径向的变化远大于该

灼

速度在轴向的变化
,

因此
,

当认 为
� � 》晰时

,

上列各式便可简化为
〔“’

十 � 二

曹
·

十 。 ,

即
·

� �

� 劣 口 �

二 �

鬓
十

�,�� 黔
� 口�

二

� 口�
��

�

��

��
�

��

� 口

二一 � 口� 又� �
,
� ��

�

� �

机毋即介机叙

式中
, � � 二。 ,

��
,
�

,

��
, 口,

�� � ,

�� 声
,

��
,

� � � ��
,

��
�

圆管界面条件根据无滑动无渗透的要求取为
� � �

, 。 � � �

� ,

�
, � 月二�

��
�

� �

��
�

� �

圆管的始端条件根据振荡流动的要求取为

· �

一
, 一 。
一。

。

�
� �

全
�

一
、。 , � 。, ��·“。 , �

�
一 今 � � ,

��
,

��
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。卜一
,
。

�
� �

乡
�。

沦

一“一 � ‘一‘· ‘。‘�
�
一、·

��
�

�� �

式中
,

�
。

是管 口的特征流速
,

�
。

是管口处的特征压力
。

上列运动方程��
�

� �
,

��
�

��
,

��
�

� �中
,

式 ��
�

�� 是一个非线性的三元二阶偏微分方程
,

它难以精确求解
�

为此
,

采用� � � � � ‘’的线化方法
,

使式 ��
�

�� 化为

食
十 �

。

会一二霏
�

二鼎�
·

挚� ��
�

�� �

我们认为流动状态是由脉动流和定常流两者组合而成的
�

所以
,

令
� �

��
,
�

,

��� � � �
��

,
劣�斗 口二 �

��
,
戈

,

�� ��
�

�� �

刀 ,

��
, 义 ,

��� �, , ,
�,

· ,
灭�十 口 , �

��
, � ,

云� ��
�

�� �

� �劣
,

��� �
�
�劣 � � 夕

�

�劣
,

�� ��
�

�� �

把式 ��
�

�� �
,

��
�

�� �
,

��
�

��� 代入运动方程式 ��
�

�� �
,

��
�

� �
,

��
�

� �及边界条件 ��
�

��
,

��
�

��
,

��
�

��
,

��
�

�� �
,

并加以整理后便得到两组偏微分方程及相应的边界条件如下
�

第一组方程

瓷
�
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�
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第二组方程

+ U
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势会货
了
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口,
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夕
2
1
: 。。

== 夕。乙 (口
, e o s 秃。t + h osin k o t) ( 2

.
2 8 )

至此
,

求解粘性不可压缩的振荡发展流动的问题便变成求解两组满足于相应边界条件的

线性偏微分方程的数学问题
.
第 一组运动方程是定常状态的发展流动方程

,

其中的各个未知

物理量均和时 间无关
;
第二组方程是振荡状态的发展流动方程

,

其中的各个来知物理量均和

时间及振荡相位相关
.

三
、

运 动 方 程 的 解

(一) 第一组方程的解

为便于求解
,

先引入下述新的变量
,

令
:

戈 r

优 = 刀
,

n 二 R
,

u 目

v 二

一 U
。

U
。

P
,
一P

。

P U 舌
P诉

.
UO一一

则式 (2
.
15) 和 (2

.
17 ) 变为

、

( 3

.

1 )一一

nU口口1工打

十
“2护如

(3
.
2)

尸川口口
+

封州口口Z口.、
、、.户

nV
R(n

a如
11n

一一一
如如

式中
,

R

二

= U

。
尸/

, 是对圆管半径的雷诺数
. u二。

(
, ,

。)
, 。二v(

, ,

。)
,

尸~ 尸(m )
.

引用卡生变换
:

u(n
,

tn )
e x

p 〔一S 阴」d切

v (n
,

。)
e x p 厂一 S 。」d。

P ( m )
e x p 〔一 S m 〕d m

80倪0民。产

1

. �‘

!

砂�‘

I

J

555一一一一一一
一”�刀一P

式中 。
,

云 ,

P 分别是 “ ,
v ,

尸的像函数
,

S 是卡生变换的复变量
: S 二 r + ‘C

.

对式(3
.
1)

、

(
3

.

2) 进行相应的卡生变换后得
:

穿
十

火凳
一二、 一“

·

“户
(3
.
3)

S 云 ( 3
.
4 )

式 (3
.
3) 是一个二阶非齐次常微分方程

,

很容易求出它的通解
.
当应 用虚宗量 B es

sel函数

方法进一步求解
,

并使变量还原后
,

便可求得描述定常的发展流动的第一组方程的解为

·‘
;

一
。

(1

一

御一
。

纵 〔
1一 ‘。

糕
一

)]exn
臼

, :

,

R

,

R
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.
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(
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一
吴
J,
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)

J
。
( 夕。)

( 3
.
6 )

1头。兄a-laU0
凡

一一
V

1
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P 口
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二p卜
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一

众
一

〕
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一

R

几」
十 P0

( 3
.
7 )

式中
, 夕。是二阶第一 类 B es

sel函数的根
.
J , ,

J

。

分别是 阶
、

零阶 B
essel函数

.

式 (3
.
5)

,

(3

.

6)

,

(3

.

7) 的结果曾由C
.
M
.
T a p r〔‘’对定常发展流动的情况求得过

,

但

他没有进一步讨论不定常的振荡发展流动的问题
.

(二 )第二组方程的解

这组方程的求解关键在于式 (2
.
2 2) 的求解

.
为此

,

我们根据边界条件 (2
.
27) 求得

l apZ= Zv f a
v::
、

P 口x 允 、 口r /
, _ :

一U
。。云 左(一a , 5

i
n 儿。t + b , c o s 鹿。t ) (3

.
8 )

把式 (3
.
8) 代入 (2

.
22 ) ,

并把函数v’
:
视为相应的复函数氏

2
的实部

,

即

v , :
= R

e

{
刀
.:
}

则式 (2
.
22) 可改写成

(3
.
9)

口万
::

十 U
口刃

,
:

。一口劣
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。

E
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*
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1v(

一
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, _ : 十
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·
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令
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, ,
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,
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u。

(
r ,

x
)

e x
p

[ ‘ko t〕 (3
.
1 1)

把式 (3
.
n ) 代入 (3

.
10 ) ,

经整理后便得
:

·

令
十
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一 ‘、
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。

( 会)
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。
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一
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相应的边界条件是

“七

“匆

: 。 。
= U

。

(
a , 一ib‘) ( 3

.
1 3 )

( 3

.
1 4 )

我们可以用上述求解方法
,

得到式 (3
.
12) 的解为

:
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,
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I

,

是零阶
、

一阶第一类虚宗量 Bes
sel 函数

,

把式

(3
.
15 ) 代入 (3

.
11 )

,

加以整理并取实部后则得
:
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8) 便求得
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由式 (2
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24) 可求得
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,
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1
8) 便是描述脉动的发展流动的第二组方程的解

。

于是
,

根据式 (2
.
12 )

,

(
2

.

1 3
)

,

( 2

. ’

1 约把第一
、

二组方程组合和整理后
,

使求得整个运
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式 (3
.
19 )

,

( 3

.

2
0) 分别是振荡的发展流动的轴向速度分布

、

径向速 度分布公式
,

式 (3
.
21)

则是振荡发展流动的 压力分布公式
.

四
、

结 果 的 分 析

为了便于分析
,

我们取一简单情况作为计算例子
.
即假定 几二 l

, 。二0
.
5

,

b

,
二o

, a
= 4

这时
,

管流的轴向速度
。 : 的始端条件变为

:

v:
!
:。 。

= U

。
( 1 + 0

.

s
e o s

o t )

对式 (3
.
19) 进行相应的计算后便得如图 2 所示的振荡发展流动的轴向速度剖面随振荡

相位而变化的规律
.
可以看出

,

不同的相位情况下
,

发展流动的速度剖面是完全不同的
.
其

中
,

当 。t== 0o 时
,

其值最大
; 当以“ 180

’

时
,

其值最小
.
而且

,

在任何一种相位情况下
,

这些速度剖面都有一种共同的变化趋势
:
其中心速度都随管的长度而增大

.
因此

,

就某一确

定的相位来说
,

振荡发展流动的轴向速度剖面变化规律和定常的发展流动的变化规律是
·

致

的
.
但两者在数值上相差却很大

,

这可从图 3 和图 4 的比较中看出
.
图 3 是根据式 (3

.
19)

计算得到的振荡发展流动的轴向速度分布 (耐== O
。

时)
,

而图 4 则是根据式 (3
.
5 )计算得到的

定常发展流动的轴向速度分布
,

从图中看出
,

无论是对于流体中的哪一层流体 (例如
r/R 二

0
.
或 r/R 二0

.
6 )

,

振荡流的值都和定常流的值大不相同
.

讨论一下形成流动的情况
.
这相当于发展流动在

二
, 。时的情况

.
因此

,

由式 (3
.
19 )

便可写出振荡的形成流动的表达式为
:

次
一 2

( 卜琴)
+R·

{乡
(
一

‘“
·
,

(

‘ + ,
,

(

少
‘
3
、 。)

·

{

‘

0(

\ / *
咖勃

一 Z J
;
(M 公3鹿a )

丫 葱3众a 〕)
一p〔‘“一‘〕

}
(4
.
1)
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图 5 是根据式 (4
.
1) 计算得到的振荡状态的形成流动的轴向速度剖面随相位而变 化 的

规律
.
图 6 是振荡的形成流动轴向速度分布 图

.
图 7 是定常的形成流动 (P oi

s
eu ill

e
I;l
o w )

的轴向速度分布
·

比较图 6 与图 7
一

可看出
,

和上述发展流动的情况相似
, .

振荡状态 的速度值

与定常状态的速度值大不相同
.
也就是说

,

无论是发展流动还是形成流动
,

都不能以定常状

态下的结果来推论振荡状态下的结果
.

五
、

与A tabek 等人结果的比较

关于振荡状态 的发展流动问题
,

美国学者 A tab ek 等人曾做过比较深入的研究
,

并导得

了一组描述管流中发展流动的速度分布及压力分布公式
〔2 ’,

他们的基本处理方法是
,

认为形

成流动是发展流动的特解
,

因而令
:

“
(
戈 , 犷 ,

t ) “ “1
(
义 ,

r
,

t ) +
u

( oo

,
r

,

t ) ( 5

.

1 )

式中
,

以戈
,

r
,

t) 表示发展流劝的轴向速度
,

相应于本文的
”二

(r

, 二 ,

t)
;

u(
二

,
r

,

t) 表示形成流

动的轴向速度
, 、,

(
二 ,

r
,

t) 表示组成发展流的另 分虽
.
在分别求出

:
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之后
,

便由式 (5
.
1) 求得发展流动的轴向速度分布为

:

(5
.
3)

一;:
,

才)

一 (卜 :: )…{剪
(
一
*)
。
‘
。

(

‘’
‘’

材

:美i)二含::
’‘2

材 “· ,

〕

·

…「‘“。亡〕
}

一 ‘

勇了
:{

‘+

鑫
M一〔一

(“‘。 , 一 A , 一“。, ,

十。户、11(、(。才一: 。一
k,

)

〕}
.
〔卜

‘

溉卜卜烟 (5.4)
式中

,
a

—管半径
; R
—雷诺数

; R e-一取实数符号; 如—
二阶第一类 B es se l函 数 的

根 ; M
* , 二 〔1+ 瘾

2
(a / ,

,
)
毛

」
一
十; 8

*,
= t a n 一 ’

k (
。
/
, ,

)
“, 刀

—
相位角

,

它是 由于在方程 (5
.
4)

中用 (。t一月) 来代替 尸(S 一二护/a R ) 而出 现的
,

其值需 要 根 据专门作出的 压以 曲线图

来确定
.

下面从几个方面进行比较
:

(一 ) 从实际应用计算来看
,

本文的公式 (3
.
19) 不 但较之简便

,

而且计算 也 比 较 方

便
。

因为 A t
abek 等人的公式 (5

.
4) 需要先作出 S

一。才的关系曲线图 (见文献 「2」的图 1) ,

由图确定相位角 刃
,

然后把 且代 入式 (5
.
4) 后才能迸行计算

.
而本文公式无须作图便可直

接进行计算
.

(二 ) 从描述管流的形成流动情况来看
,

本文的速度分布公式 和 A 十a 吮k 等人的完全一

致
.
本文公式 (4

.
1)

,

当应用 B essel函数的递推公式进行整理后变成
:

一
ZU。

(
卜苏)

+U。R · f二
,

飞山
气“介一 ’O 七)

奋 . 1

「J
。
(材 ‘,

舜 ar/R ) 一J
。

( 创

L J ,

( 心 i3k a )

‘’“ “’
〕二
p 〔“。‘“

}
(5
.
5)

把此式与 A tab ek 等人的形成流动公式 (5
.
2) 比较

,

可以看出
,

由 于 R , a ,

U

。

‘ 、。,
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所以两者是完全相同的
.

(三) 从发展流动的轴向速度剖面形状来看
,

( 比较本文的图 2和文献〔2」的图 3) 无论

是轴向速度随
:
/R或对尸

,

R (支献仁23中
‘

是r/a 或、
/a R ) 变化的趋势

,

还是轴向速度随相位耐

变化的规律
,

两者都是一致的
.

(四 ) 与实验结果的比较
.
川本文公式 (3

.
19、 按照 A tab

ek 等人实验要求
fs’的参数计

算了一组理论曲线
,

结果见图8
.
可以 青出

,

不 之的计算结果和实脸 数据是相当一致的
.

,

{

, ,才 拼百 万丁一六一一石亡厄一丁万一叹

(a二 5 , 二
/ R R

。

二 0
.
26 3 )

图 8
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