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本文得到环面微分方程

* = a ,

[
5 in (二 一 口)一

s in x

卜 △山

夕= a :

[
5 in (夕一 二 )一 s in 口〕一△。

的全局结构分析结果
,

其中 △。) 。
.

乡卞且在交叉棍合锁相环路中得到应用
.

长期以来
,

在无线电领域里
,

人们就已把注意力放在如何提高通信容量和抗共道干扰这

两个问题
一

匕 19 7 7年
,

F
.

A
.

C as s a r a
等人提出如图 1 所示的交叉藕合锁相环路 (CC PL L )

,

用来解决
_

L述问题
,

并且发表了一 系列研 究 报 告
〔‘,一 “ , .

苏联 M
.

A
.

By k hoy
ski y 等人也

长期从事这方面的工作
,

也发表了研究报告
3 ’一 〔‘’.

我们从80 年开始也进行这项 研 究
,

发表

/ K 。,

二二八八
相相移器器

君君 / 222

相相移器器

图 1 CCPLL 框图
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一些研究报告
〔“’~ 〔’”’.

因此
,

交叉藕合锁相环路是一种新的锁相环路
,

它在通信与雷达的抗

干扰
、

频谱复用和隐蔽通信等多种 电子领域中
,

有着广泛的应用前景
.

显然
,

交叉藕合锁相

环路的理论研究主要是对其数学模型的理论分析
,

它使我们对环路的性能有透彻的了解
,

从

而对实际问题起着指导与配合的作用
.

但国外的研究报告均未对数学模型进行理论分析
,

仅

仅作了计算机模似
.

因此对环路性能的了解是初步的或近似的
.

本文对固定频率输入条件下

的一 阶环的数学模型
【’。’

{ (1
.

1 )

进行全局结构分析
,

若令

0
,
= a ,

{s in (么耐 一 8
,
)一 sin (8

2
一 0

工

)}

0
:
= a :

{5 in (△。t一 0
2
)一 s in (0

1
一 0

2

)}

在此基础上
,

对环路的同步带和捕捉带进行探讨
.

劣= 氏一△。t

y = 0
:
一么。t

(1
.

2 )

则 (1
.

1) 式变成

{{
一 “’

{
s‘n ‘“一“

{
一 S‘n ‘

{
一

全
。

岁= 仪2 LS i n 气y 一工 )一 s ln 夕J一凸曰

(1
.

3 )

或写成

分= a : 〔sin (二一夕)一 sin x 一刀
,

〕

乡= a Z

[ sin (夕一 x )一 sin g 一刀
:

〕
(1

.

4 )

其中 夕
‘
~ △。/ a

‘(i = 1
,

2)
.

因此
,

我们只 要 对 (l
.

4) 进 行 理 论 分 析
.

如 果 将 正 方 形

干
一二(伙

二

下的对边看成是重合的
,

就得到环面二
.

系统 (1
.

4 )就是环面二上的 非线性 自治
七 一g 一

j
‘一

“
’

J

一 ~
‘ 一 ‘

一甲 ~
’一

“ ~ 一
‘ “ 一 ’

一
’

一一
一 “

’

刀 .
、
一 ’ 一 ‘

~ “
‘

一
‘ ’

~ 一 一 ~
, 「

~
’

一 曰
’曰

微分方程
.

我们约定
,

把 二 , 夕平面上的轨线在环面万上解释
.

并且可以假定 △。> 0
。

二
、

奇
、

点 分 析

系统 (1
.

4) 的奇点的坐标是方程

艺
“”‘“一g) 一 s

嘛一△

响
一‘

si n (刀一劣、~
。 ;

一
(2

.

1 )

的解
.

当 口
,
= 刀

:

时易解出
,

但当刀
l
今几 时无法解出

。

(一) 水平等倾线和垂直等倾线的图形

水平等倾线的方程为

s in (夕一 x )一 s in 夕二刀
:

(2
.

2 )

显然
,

当 刀
:
= o 时为直 线 夕=

劣 汀
_ _ ~ _

一
,

_
二 2 一 2

·
劣 = U , 劣写 一 艺兀 ,

即 图 2 中的平行 四边

形 尸O R S 及将其平移 2二 整数倍
.

Z % 、
c o s

灭夕一 2 )= 一

当 刀
2

夕。 日寸
,

式 (2
.

2 )等价于

刀
:

Zsin 二/ 2
(2

.

3 )
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女== a

连
s in (, 一 , )一 5 1。司一△0

夕= a :

〔
5 in (g 一 二 )一

s in , 〕一 么。
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由此可知
,

当 刀
2
二 2 时

,

在 正〔一 2二
,

们内的解为 (二
,

妇二 (一二
,

一二 / 2)
,

当几> 2时无解
.

当 。< 刀
2

< : 时
,

在 二〔
「
一 2 , + Z a r 。 。in

一

冬
,

一 Z a r 。 、in

冬1时有解
,

且 对 应 于 二
,

在 。< v

L ‘ 奋 _ .

誉< 要内有唯一的解
,

.

因此
,

在平行四边形干一
: 二 + : a r 。 、i。

一

华 ( * 簇一 : a r。
‘

5 1。

色
;

“
、 ‘ 乙

”( “一

百
<
飞手内

,

方程 (2
.

2) (或 (2
.

3 )) 决定了一个单值函数 万= f (
二 ,

刀
2
)

,

若令

F (二
,

,
,

刀
之)二 5 in (, 一 二)一 s in , 一刀

2 ,

(2
.

4 )

口F
、 _

.

/ 劣 、
.

劣

a夕 “ c o s 灭, 一 x ) 一 c 0 5 , = 乙5 ‘”

气, 一 2 )
5 , ” 2

在上述的平行四边形内有 口尸/ a夕< 0
.

由隐函数存在定理
,

方 程 (2
.

2) 所 决 定 的单值函数

双= 了(x
,

口
: )连续且可微

.

即水平等倾线是光滑曲线且随参数 夕
:

连续移动
.

由(2
.

2 )求出

e o s (梦一% )
e o s (双一 % )一 e o s刀

月
:

〔s in
Z夕+ 月

: sin g + 1〕
一

西69而‘戈)二
c
os g 护

一一
心众

(2
.

5 )
d

Z , _

d x z
一

!
了
‘

、‘....万...几

容易判定
,

在平行四边形内
,

d
Z

洲 d扩 < 0
.

即水平等倾线是上凸曲线
,

且有唯一的极大值点
/

一落
+

一
*· (卜刀

2

)
,

在 X

一
2二 + 2

一
‘·

含
及 /

一
2

一
‘·

警
处的切线平行 。轴

·

另一方面
,

显然水平等倾线以 T (一 二 ,

一刁2) 为对称中心
.

因此
,

在平行四边形内
,

水

平等倾线是凸的封闭曲线
,

其图形如图 2 所示
,

且具有
一

以下特征
;

!

卿
全卜

二

!一汤
牙

;

l!I!一

践 \

述声
图 2 水平等倾线图形 图 3
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¹ 以 T (一二 ,

一二/ 2) 为对称中心的凸封闭曲线
.

º 由于 (2
.

2) 所决定的隐函数关于 几连续
,

因此当 几从 零开始增加时
,

水平等倾线

由平行四边形 尸Q R S 开始收缩
,

至 刀
2= 2 时收缩成一点丁

,

当几> 2 时消失
.

将平行四边形中的水平等倾线
_

L下或左右平移 2二 ,

可得到水平等倾线的其它部份
.

同理
,

垂直等倾线亦有类似的性质
.

在正方形仁
二丈泛(

二

下内的水平等倾线的图 形 如
、 沙 夕

图 3所示 (由计算机绘出 )
.

(二 ) 奇点的个数与类型

当粼 +刀孟= 0 (△。二 o )时
,

容易求出系统 ( 1
.

4) 在环面万上有 6 个 奇点
,

且其类型也易

判定
.

其坐标及类型如表 l 所示
。

表 1

}
,

,

逻

,
: (0

. 0 ) ! , : (一 二一
二) (

·

, , (一 二 . 0 )
“。

( - 兀
、

3

稗点

‘ ,

爹)
“。

( g
不稳定结点 鞍点

月; (o
,

一 二) -

鞍点 稳定结点 一 稳定结点

当凡十川 斗。 ( 八。> 0 ) 时
.

由于水平等倾线和垂直等倾线是凸封闭曲线
,

且随八。的增

加而连续缩小
.

因此当 △。 从零开始增加 时
,

它们的交点 (即奇点 ) 月 。

和 A 。 , A ‘

和 A 。
及

月: 和 A :
就逐渐靠拢

,

以至重合 (即相切 ) ,

直至消失 (分离)
.

因 此系统 ( 1
.

4) 的奇点个
数最多有

。个
.

若令

g二 a : a : [ ( e o s’(二一 y ) 一 e o s x ) ( e o s (劣一 g ) 一 e o s夕) 一 今0 5 2 (劣一夕)〕 ( 2
.

6 )

且把方程 (2
.

1) 中的 △。 看成是 自变量
,

则根据隐函数定理
,

只要 q 钾 0 ,

方程 ( 2
.

1) 就存在

连续可微的隐函数
.

由于当 △。 = O 时
,

系统 (1
.

4) 有 6 个奇点
,

即方程 (2
.

1) 有 6 组 解
.

因

此存在 乙> o ,

当 △。〔〔。
,

句 时
,

方程 (2
.

1) 有 6 个连续可微的单值函数
:

( i二 1 ,

⋯
, 6 ) (2

.

7 )

、尸
‘、、声r

口口△△
了.、古r
、、

劣y一一一一X口U
f、L

它们就是相对应的 6 个奇点的坐标
,

即A ‘(x
‘ (△。 ) , 夕。(△。 ) )( “ 1 ,

⋯
,

6)
·

式 ( 2
.

7) 所定义的函数说明
,

当 △。〔[0
,

句时
,

水平等倾线和垂直等倾线的交点随△。的

变化而连续移动
,

这和 (一) 中的结论是吻合的
.

但这些交点随 △。 从零开始增加而成对的逐

渐靠拢以至重合直至消失
。

因此我们可以把 ( 2
.

7) 中定义的函数的定义域从仁O
,

句 延拓到最

大区间
。

例如对应奇点 月
工

的函数 二= x , ( △。)
,

夕二 , 1
(△。 )

.

如果当 月
:
的坐标为 (x

: , y ,

) 时

月 , 和刁 :
重合

,

将 (% , , y : )代入 ( 2
.

1) 式可求出△。
, ,

则【o
,

△。 , )就是其最大延拓区间
‘

另一

方面
,

当 △。 = 八。 ; 时
, A , 和 A :

重合
,

即水平等倾线和垂直等倾线出现相切
,

此时有 g ~ 0 .

因此
,

当 △。斌 0, △。 )时
,

q 寺 0, 即 q < o 或 q > 0.

当 么眨 [0, △。
: )时

,

系统 (1
·

4)在 从 处的特征方程为 护 + 夕几+ “二0, 则 “恰 为 (“
·

7)

式中所表示
,

且 {

{
’

犷
一 ‘“

’

)
c ““‘一“’一 c O S %〕十“

’

「c 。
兄

“一 “, 一 c O S“」’
、 _ , .

P
-

一 魂g = L仗八 c o s L x 一 y ) 一 c 0 s 义 ) 一
‘

u : 气c 0 s 气% 一双) 一 c 0 5 y ) J一 十 住u l“盆c 0 s 一
气x 一 梦)

( 2
_

8 )
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介“ a , 〔s in (x 一 g )一 sin 幻一△。

公二 a :

[ s in (, 一二 )一 5 1二 , 」一△0
的全局结构分析及其应用 丈0 0右

其中(x
,

功是 A
:

的坐标
.

由于当 △。 = o 时 q < 0 ,

因此 当 △。曰。
,

△。
:

)时 q < o
,

从而A :是

鞍点
。

显然
,

【。
,

八。
,

)也是对应于 A : 的函数 二二炭(△。 )
, g = 头(△。 )的最大延 拓 区 间

,

且

(2
.

6) 中的 q 及 (2
.

8) 中的 P 亦是其特征方程的系数
,

只不过 (二
,

妇是 A
Z

的 坐 标
.

由 于 当

A口“o 时有 p < 0 , q > o ,

夕一 4 q > 0 (即为不稳定结点)
,

且由(2
.

8) 第二式有 }PI > 2双 q
.

因此
,

当 △。〔【0
,

△。
;

)时必有 P< 0 , q > 0 且 尹一 4q > 0 ,

即 A : 是不稳定结点
.

对于系统 (‘
·

4 ) 的其它四个奇点也可同样讨论
,

井且只要这些奇点存在
,

并且不和另外

的奇点重合
,

则其类型仍女q表 l 所示
,

只不过坐标不同
.

如果系统(1
.

4) 有两个奇点重合
,

例如 刁
,

和 月 :
重合

.

由前面的讨论知
,

此时有 g 二o ,

即生成高次奇点
.

由于 月 , 是鞍点而月
: 是不稳定结点

,

因此这种高次奇点为鞍结 点“ ‘’.

同

理
,
月3 和 月

。

重合或 A
‘

和 月 .
重合时亦生成鞍结点

.

而且若形 成 鞍 结 点的参
‘

数 为八。
。
时

(或 谓
, 。 ,

几
。

) )
,

么。 > △。。
时鞍结点消失

,

当而 △。 < △。。
时

,

鞍结点又分解成 鞍 点 和 结

点
。

综上所述
,

可得
:

定理 1 系统 (1
.

4) 的奇点只能鞍点
、

结点和鞍结点
,

不可能有其它类型的 奇 点
.

并且

最多有 6 个奇点
.

当有 6 个奇点时
,

其类型如表 1 所示 (坐标可以不同)
.

(三) 分歧曲线的图形

从以上讨论可知
,

当参数(刀
, ,

刀
:

)不同时
,

系统 (1
,

4) 的奇点个数将有变化
,

因 此 如何

在参数 刀
, ,

刀
:

平面的第一象限中划分区域
,

使得在每个区域中系统 (1
.

4) 府相同的奇点数这

产的问题
,

对系统 (‘
·

4 )的定性分析有着重要的意义
·

从前下的讨论可知
,

当系统(‘
·

4 )的水

平等倾线和垂直等倾线相切时出现鞍结点
,

它是系统 (1
.

4) 的奇点个数发生变化 的 分 界 线
。

而鞍结点的坐标 (二
,

y) 及参数 (刀
, ,

几)满足方程

sin (二一 , )一 sin x 二刀
1

sin (g 一 二)一 sin , = 刀
2

e o s (戈一 g ) (e o s% + e o s夕)一 c o s戈 e o s g “ 0

从 (2
.

9) 中消去 二 和 y ,

可得

功(刀
, ,

刀
:

)二 0

曲线少叨
, ,

刀
2 )二。就是奇点个数发生变化的分界线

.

系统 (1
.

4) 的分歧曲线
.

显然有

必 (刀
: ,

刀
: ) = 少 (刀

2 ,

刀
:

)

但必 (刀
: ,

刀
: )的解析表示式很难求出

·

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

从 后 面的定性分析可知
,

此曲线就是

(2
.

1 1 )

下面讨论分歧曲线 矽 (刀
, ,

刀
:
)一 0 在 八

,

刀
:

平面的第一象限内的位置
.

当 刀
:
二夕

: 二夕时
,

文【9 」已经 讨论
,

得到
:

当 刀二 l/ 4 或刀~ 1 时
,

系统 (1
.

4) 出现鞍结

点 ;故分歧曲线过 (1 / 4
,

1/ 4) 和 (1
,

1 )
.

并且当刀〔[ o
,

1 / 4〕时
,

系统 (1
.

4) 有 6 个奇点 , 当刀(

(1 / 匀1) 时
,

系统(1
.

4) 有 2 个奇点
; 当爬 (l

,

十 co )时
,

系统 (1
.

4) 无奇点
.

因此第一象限的

平分线被点 (1 /4
,

州4) 和 (1
,

1) 分成三部份
,

且依次属于使系统 (]. 4) 有 6 个奇点
、

2 个 奇

点及役有奇点的参数区域内
.
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当 刀
:

‘0 且 刀
,

> 0 时
,

系统(2
.

9 )变成

{
s in (二一y)一 sin 劣 == 刀

1

5 in (y 一劣 )一 sin y = 0

e o s (x 一 y) (e o s% + e o s夕)一 e o s劣e o s夕= 0

(2
.

1 2 )

方程 (2
.

1 2 )有三对解
,

其 中刀
,

的 值 为
:

刀
;
= 刀贯= 澎 4 1 4一 6 6 斌 3 3 / 16

,

刀
,
= 1 和 刀

, “ 刀犷
.

一创 4 2 4 一 6 6 斌3 3 / 16
.

并且可以验证
: ·

当刀
:
〔[ o

,

刀全)ffJ.
,

系统 (1
.

4 )有 e个奇点
; 当刀

,
〔(刀贯

,

1 )时
,

系统 (2
.

4 )有 4 个奇点 ; 当刀
,
〔(1

,

刀贯
朴
)时

,

系统 (1
.

4 ) 有 2 个 奇 点 ; 当 刀
,
〔(刀萝

谷 ,

+ 叻 )时
,

系统 (1
.

4 )没有奇点
.

因此
,

分歧曲线过 (刀全
, 0 )

,

(1
,

o) 和 (刀r
. ,

o )
,

且刀
:
轴

的正半射线被上述三个点分割成四部份
,

这四部份依次属于使系 统(1
.

4) 有 6 个 奇 点
、

4 个

奇点
、

2 个奇点及没有奇点的参数区域内
.

根据对称性
,

刀
:
轴的正半射线被 (0

,

刀贯)
,

(0
,

1)

和 (0
,

刀尹)分割成四部份
,

这四部份依次属于使系统 (1
.

4) 有 6 个奇点
, 4 个奇点

, 2 个奇点

及没有奇点的参数区域内
。

综合上述
,

连结点叨贯
,

o )
,

(l / 4
,

1/ 4) 和 (0
,

刀勃的分歧曲线是使系统有 6 个奇点和有 4 个奇点

的 参 数区域的分界线 ; 连结 (1
,

0)
,

( 1/ 4
,

1/ 4) 和

(o
,

1) 的分歧曲线是使系统 (1
.

4) 有 4 个奇点和有

2 个 奇点的参数区域的分界线
;
连 结 (刀贯

苍 ,

0)
,

( 1
,

l)和 (0
,

刀贯
.
)的分歧曲线是使系统 (1

.

4 ) 有 2

个奇点和没有奇点的参数区域的分界线
.

我们利用计算机绘出分歧曲线的图形如图4所

示
,

它们 将参数平面 的第一象 限 分 成 4 个 区 域
.

(如图 4 所示 )
。

当(刀
, ,

刀
2
) 〔 I 时

,

系统 (1
.

4 )

有 6 个奇点
,

当(刀
, ,

卢
:
) 〔 I 时

,

系统 (1
.

4 ) 有 4

个 奇 点
,

当 (刀
: ,

几〔I 时
,

系统 (1
.

4 ) 有 2 个

奇点
,

当 (口
、,

口
2

)〔W时
,

系统(1
.

4 )没有奇点
。

最后
,

可以作出当系统 (1
.

4) 有 6 个奇 点 时

的方向场如图 3 所示
。

图 4

三
、

全 局 结 构 分 析

(一 ) 刀至+ 刀里= 0 (A。= 0 )

此时系统 (1
.

4) 变成

{
方= a , 〔sin (x 一y )一 s in 戈〕

乡二 a Z

[ sin (夕一二 )一 s in 夕〕
(3

.

1 )

引理 1 系统 (3
.

1) 在环面万
_

匕有 6 个初等奇点且是结构稳定的
.

在环面 万 上存在两条

封闭奇轨线
,

将刃分成两部价
,

它们分别是系统 (3
.

1) 的两个稳定结点的渐近稳定区域
。

证 分以下步骤证明
:

¹ 系统 ( 3
.

1) 显然有 6 个初等奇点
,

其坐标和类型如表 1所示
.



环面微分方程

{
* = a ,

[ 5 in (二一 , )一 s in 戈〕一八。

夕= a Z

〔
5 in (g 一 戈 )一 s in u〕一 △。

的全局结构分析及其应用 10 07

º 系统 ( 3
.

1) 不存在连结鞍点与鞍点的奇轨线
.

考察鞍点 A , ( 0
, 0 )

.

其四个特殊方向为士ar o tg 材a1 /a 2 ,

士 (二一 a r c tg 澎a : /a 1)
.

现研究特

殊方向为 夕
, = 二一 ar c tg 材al /a 2

的奇轨线
.

根据方向场
,

此奇轨线只有三种可能 (见图5 ( a) )
:

在区域 A ,
尸卫

。Q 中趋于稳定结点 月
。 ;
穿过水平等倾线 月

。
尸进入 区域尸月

‘
月

。 ,

根据方向场
,

轨线不能穿越此区 域
,

故 只 能 趋 于 月
。 ; 穿 过 垂 直 等 倾 线 Q卫。

进 入 区域 QA 3A 。 ,

根

据方向场
,

轨线不能穿 越 此 区 域
,

故 只 能 趋 于 A 。.

这 样 鞍 点 A ,

的方 向为 0 ,

的 奇 轨

线只能连结稳定结点 月
。 .

用同样方法可证其它三个方向的奇 轨 线只 能 连 结 相 应 的 结 点

(图 5 (b ) )
.

同理
,

另外二 个鞍点的奇轨线只能连结相应的结点 (图 5 ( b ) )
.

因此系统 ( 3
.

1) 不存在鞍

点到鞍点的奇轨线
。

( a ) ( b )

图 5

» 系统 ( 3
.

1) 不存在第一
、

二类极限环
.

从º 可知
,

系统 (3
.

1) 的三个鞍点的 12 条奇轨线将环面万 分 成 六 个 封 闭 的 子 区 域
:

D 。(i = 1 ,

⋯
, 6 ,

如图 5 ( b) 所示 )
.

因此不存在跨越每个子区域的第一类极限环
.

另一方面
,

每个子区域中无奇点
,

故在每个子区域中不存在第一类极限环
,

即系统 ( 3
.

1) 在万上不存在

第一类极限环
。

由于每个子区域中的任何轨线不能穿越其边界
,

只能流向边界上的稳定结点
。

这说明区

域 D , U D :

U D 。

是稳定结点 A 。

的渐近稳定区域
,

而 D 4 U D 。

日D 。

是稳定结点 A 。

的渐近稳定

区域
.

从而系统 ( 3
.

1) 不存在第二类极限环
.

两个渐近稳定区域的边 界由奇轨线 组 成
,

在环

面万上为封闭曲线
.

¼ 从前面结果可知
,

系统 ( 3
.

1) 的任何轨线的
a , (。 极限集为系统 ( 3

.

1) 的 6 个初等奇
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点
。

根据 Pe ix ot 。
定理

【’““,

系统 (3
.

1) 是结构稳定的
,

其相图如图 5 (b) 所 示 (由计算机绘

出)
。

最后还应指出
,

如果作奇轨线不诚 的一条 。带域 s (由
,

其边界为 L
+

和 L
一 ,

贝『L
‘

和 L
一

是系统 (3
.

1) 的无切弧
,

且过它们上的任
一
点的正半轨线都进入此带域 (如 图 5 (b) 所

示 )
。

(二) 口r
一

乍刀; 今0 (△( ,) > 0 )
了

,

分下面几种情况
:

1
.

(刀
工,

几)〔 1
.

(参看图 4 )

定理 2 当 (刀
; ,

几 )〔 I 时
,

系统 (1
.

4) 有 6 个奇点
,

在环面艺
.

_

L是结构稳定的
,

其轨线

划分的拓朴结构和系统 (3
.

1) 相同
.

证 引理 1 已经证明
,

当参数 刀
,
二刀

:
~ o 时是结构稳定的

.

因此在参 数刀
: ,

夕
:

的 平面
_ _

仁存在包括原点在内的开区域D
,

使得当(夕
, ,

刀
2 )〔D 时

,

系统(1
.

4) 和系统 (3
.

1 )的 轨线具

有相同的拓朴结构
.

下面只要证明 D = I
,

亦即 D 可以延拓到整个区域 1
.

假设 D 的边界为 C (在第一象限部份)
.

为了证明 D 二 I
,

只要证明当(刀
: ,

刀
2

)〔C 时

系统 (1
.

4 )的奇点个数必减少
.

假设不然
,

设 (凤
。 ,

八
。

)〔C 且对应的 系统(1
.

4)
,

仍 有 6 个

奇点 A ‘(i ~ 1
,

⋯
,

6 )
,

其类型如表 i 所示
.

设
。

> o ,

只要
。

充分小
,

则 (刀
l。(i 一 ( )

,

刀
2。(i 一‘) )

〔D
,

记参数为(刀
l。

(1一 ‘)
,

刀
: 。(1一

〔
) )时的系统为(2

.

4 )
‘,

奇点为 月‘(
。

) (对应于 A ‘)
.

则系

统 (1
.

4)
、

和系统 (3
.

1) 具有相同的拓朴结构
,

且有

lim H ‘(
。

)二A . (i= 1
,

⋯
,

6 )
.

(3
.

2 )
‘

一
) 0 +

因此
,

对于引理 1 中所指出的带域 S (d
,

心 (其边界应记为L
+

(
(

)和L 一 (
〔

) )
,

由于系统 (1
.

4 )‘

和 (3
.

2) 具有相同的拓朴结构
,

则在边界上任一点的正半轨线必流入此带域
.

根 据解对参数
亡

的 连续依赖性及 (3
.

2 )
,

只要
(

充分小
,

可使系统 (1
.

4)
。

的奇点 妊
3 ,

A ‘和 A
。

仍在 S (乃
, 。
)

内
,

且过边界上任一点 M 处的系统(1
.

4)
。

的正半轨线亦进入 S( d
, ‘

) (如图 6 所示 )
.

这样

在由流入鞍点 刁
。

和 才
‘

的四条奇轨线和 L
+
(
。

)及L
一
(O 为边的 匣 尸QR S 内

,

由 月
3

(或刁户

流出的奇轨线只能连结稳定结点 月 。 (参看图 6)
,

它和系统 (1
.

4)
‘

(即系统(3
.

1) )的奇轨线

相对应
.

用同样方法可得系统 (1
.

4)
。

的奇轨线的分布和系统 (3
.

1) 相 同
,

从 而 可 用 引 理
1 的证明方法

,

证明系统 (1
.

4)
。

和 (感
.

1) 具有相同的拓朴结构
.

这 是 不 可 能 的
.

从 而 有

D = I
。

2
.

(月
, ,

刀
: )〔 I (参看图 4 )

在奇点分析中已经指出
,

此时系统 (1
.

4) 有 4 个奇点
.

它是由原来的 6 个奇 点中的 一 个

鞍点和一 个稳定结点重合成鞍结点
,

例如 月
‘

和 月
。

重合成鞍结点 月
‘。,

然后消失
,

而其四个

奇点仍保留而得到
.

如果 只
4

和 月。 重合成鞍结点 月
; 。,

利用定理 2 的证明方法可以确定系统的奇轨 线 的 分

布
,

例如连结 月3 和 A
‘。的奇轨线 (从图 6 可以看出 )

.

这 些奇轨线将环面万 分 成 若 干 区

城
,

再利用引理 1 中采 用的方法
,

可以确定其相图如图 8(b) 所示
.

如果 让 刀
:
或 刀

:

增 加
,

鞍点 A
4 。

消失
.

仍然采用这种方法
,

可 以证明下面的定理
:

定理 3 当(刀
: ,

几 )〔 I时
,

系统 (1
.

4) 有 4 个奇点且是结构稳定的
.

在环面刃上无任何

极限环
,

是全局渐近稳定的
.
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点
。

根据 Pe ix ot 。
定理

【’““,

系统 (3
.

1) 是结构稳定的
,

其相图如图 5 (b) 所 示 (由计算机绘

出)
。

最后还应指出
,
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,

其边界为 L
+

和 L
一 ,
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‘

和 L
一
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1) 的无切弧
,

且过它们上的任
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定理 2 当 (刀
; ,

几 )〔 I 时
,

系统 (1
.

4) 有 6 个奇点
,

在环面艺
.

_

L是结构稳定的
,

其轨线

划分的拓朴结构和系统 (3
.

1) 相同
.

证 引理 1 已经证明
,

当参数 刀
,
二刀

:
~ o 时是结构稳定的

.

因此在参 数刀
: ,

夕
:

的 平面
_ _

仁存在包括原点在内的开区域D
,

使得当(夕
, ,

刀
2 )〔D 时

,

系统(1
.

4) 和系统 (3
.

1 )的 轨线具

有相同的拓朴结构
.

下面只要证明 D = I
,

亦即 D 可以延拓到整个区域 1
.

假设 D 的边界为 C (在第一象限部份)
.

为了证明 D 二 I
,

只要证明当(刀
: ,

刀
2

)〔C 时

系统 (1
.

4 )的奇点个数必减少
.

假设不然
,

设 (凤
。 ,

八
。

)〔C 且对应的 系统(1
.

4)
,

仍 有 6 个

奇点 A ‘(i ~ 1
,

⋯
,

6 )
,

其类型如表 i 所示
.

设
。

> o ,

只要
。

充分小
,

则 (刀
l。(i 一 ( )

,

刀
2。(i 一‘) )

〔D
,

记参数为(刀
l。

(1一 ‘)
,

刀
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〔
) )时的系统为(2
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‘,

奇点为 月‘(
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) (对应于 A ‘)
.

则系

统 (1
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、

和系统 (3
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1) 具有相同的拓朴结构
,

且有

lim H ‘(
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,
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因此
,

对于引理 1 中所指出的带域 S (d
,

心 (其边界应记为L
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(
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〔

) )
,

由于系统 (1
.

4 )‘
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.

2) 具有相同的拓朴结构
,

则在边界上任一点的正半轨线必流入此带域
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亡
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只要
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充分小
,
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内
,

且过边界上任一点 M 处的系统(1
.

4)
。

的正半轨线亦进入 S( d
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) (如图 6 所示 )
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这样
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相对应
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的奇轨线的分布和系统 (3
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,
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1 的证明方法

,

证明系统 (1
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1) 具有相同的拓朴结构
.

这 是 不 可 能 的
.

从 而 有

D = I
。

2
.

(月
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刀
: )〔 I (参看图 4 )

在奇点分析中已经指出
,

此时系统 (1
.

4) 有 4 个奇点
.

它是由原来的 6 个奇 点中的 一 个

鞍点和一 个稳定结点重合成鞍结点
,

例如 月
‘

和 月
。
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‘。,

然后消失
,

而其四个

奇点仍保留而得到
.

如果 只
4

和 月。 重合成鞍结点 月
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利用定理 2 的证明方法可以确定系统的奇轨 线 的 分

布
,

例如连结 月3 和 A
‘。的奇轨线 (从图 6 可以看出 )

.

这 些奇轨线将环面万 分 成 若 干 区

城
,

再利用引理 1 中采 用的方法
,

可以确定其相图如图 8(b) 所示
.

如果 让 刀
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或 刀

:
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,
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消失
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仍然采用这种方法
,

可 以证明下面的定理
:

定理 3 当(刀
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,
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4) 有 4 个奇点且是结构稳定的
.

在环面刃上无任何
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,

是全局渐近稳定的
.
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图 了

令
‘, o ,

得
s = f(

s ;
刀

, 。 ,

刀
2 。,

o ) (3
.

6 )

即系统 ( 1
.

4 )
。

在 S (L
,

的 内存在第二类极

限环
。

这是不可能的
。

同理
,

系统 (1
.

4)
。

在 S (L ; ,

句 外也

不存在无限多个第二类极限环
.

如果对于 V ‘和 占
,

系 统 (1
.

4 )
。

存在

二个以上的二类环
.

’

不妨设除了S( 岛
,

旬

内的稳定第二类极限环 r
;

外
,

还存 在另

一个第二类极限环 厂(如图 7所示 )
.

根据

解的唯一性
,

I’
、

和厂不相交
。

另一方面
,

系统 ( 1
.

4)
。

存在连结 A
,

和 A
Z

的闭奇轨

线 L
Z

(参看图 8 (d) )
,

利用定理 2 的 证明

方法
,

只要 ‘
充分小

,

系统(1
.

4 )
‘

仍存在连

结 姓
,

(‘) 和 A : (。) 的闭奇轨线 L
:
(‘) (参

应用数学赵

看图 7 或 图 8( e )
,

在 图 8( e )中仍用 L :
表示 )

,

并且 A
,

和 A
、

(O
,

A : 和 A : (‘)充分靠近
.

这

样
,

厂 必在 厂
:

与 L
Z
(
*
)之间

,

并且对于充分小的
、 ,

总可假定 r 上的点不但是系统 (1
.

4)
。

的

常点
,

而且是系统 (1
.

4)
。

的常点
.

因此
,

总可选择充分小的
‘
和 d

,

使 厂 在 S( L
, ,

旬之外
,

而过户〔厂
_

L的系统 (1
.

4)
。

的正半轨线在有限时间进入 S( L , ,

句
.

根据解对参数
‘的 连 续 依

赖性
,

只要
‘
充分小

,

系统 (1
.

4)
。

过 户 的正半轨线进入 S (L , ,

的
,

这和过 P 的轨线是第二

类极限环矛盾
。

@ 前已指出
,

流入鞍点 A
,

(‘)的两条奇轨线恰好是连结不稳定 结点 月: (‘)
,

即是闭奇

轨线 L : (‘)
.

用定理 2 的方法可以证明
:

从 A
,
(、)流出的两条奇轨线必 进 入 S( L : ,

句
.

故不

存在鞍点到鞍点的奇轨线
.

¼ 对于某个
‘ ,

系统 ( 1
.

4 )
。

的唯一稳定的第二类极限环厂
,

和闭奇轨线L Z
(‘) 将环面刃分

割成两个区域
,

而每个区域中无奇点且无任何第二类极限环
,

因此在万上除了流入 A , (‘) 的

两条奇轨线外
,

所有正半轨线都趋于 r : .

因此 ( 1
.

4)
。

的 。 极限集是 厂
,

和 月: ( ‘). 而 a 极限

集是 左
2 ( ‘)和 月 , (‘)

.

综上所述
,

根据 Pi rot 。
定理

,

存在某个正数
、 ,

使得系统 ( 1
.

4)
‘

在刃上结构稳定且存在

唯一稳定的第二类极限环
.

引理 2说 明
,

系统 ( 1
.

4) 在参数平面区域 l 中的某个点 (几
。(1 十 ‘)

,

几
。(l + ‘ )) 上是结构

稳定的
,

从而存在包括 (刀
, 。( 1+ ‘

)
,

刀
: 。
( 1+ 、) )的一个开区域 D

,

当 (刀
, ,

刀
: )〔D 时

,

引 理 2

的结论为真
.

如同定理 2 一样
,

可将 D 延拓到整个区域 1
.

即下面的定理成立
:

定理 4 当(口
: ,

几 )〔I 时 ,

系统 ( 1
.

4) 是结构稳定的
,

且在环面 万 上存在唯一稳定的第

二类极限环
.

当 (刀
: ,

刀
2 )〔 l 时的相图如图 8 ( e )所示

.

4
.

切
, ,

刀
2
)〔F (参看图 4 )

如同 (刀
; ,

刀
2
)〔l 时一样

,

当 (刀
, 。 ,

刀
: 。)在 兀和丁的边界上时

,

系统 (1
.

4) 的奇点A : 和A Z重

合成鞍结点 月
; : ,

并且存在由 A 、:

流出又回到浅
:
的奇轨线 L : .

一旦 (刀
: ,

口
: ) 进 入 W ,

则

月‘: 消失
,

只要 (夕
: ,

八)和 (刀; 。,

几
。)充分靠近

,

在 L : 的近傍必然出现唯一不稳定的第二炎
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极限环 r 2 .

同样可以证明
:

定理 5 当(刀
, ,

几 )〔开时
,

系统 (1
.

4 )无奇点且是结构稳定 的
.

在 环 面 刃上存在唯一

{{{{{
心心彦笃}}}【【
、

;、j ‘‘尸 ~ 、
)))

-

一孟

(d 、

口,

小
陌
”乞V .、材刀

.11,l办
.

L下

闷棘
述兮入 粼

(e ) 了f,

图 尽
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稳定的第二类极限环和唯一不稳定的第二类极限环
.

(刀
: ,

刀
2
)〔丁时的相图如图 s(f)所示

。

综合上述
,

曲线巾 (刀
, ,

刀
2 )= O是系统(1

.

4) 的分歧曲线
.

四
、

应 用

利 用系统 (1
.

4) 的全局结构分析结果就可研究一阶交叉藕合锁相环的捕获
、

跟踪性能
.

当

参数(刀
, ,

几)〔 1 U I 时
,

系统( 1
.

4) 存在稳定奇点且是结构稳定的
,

从而环路处 于 锁 定 状

态
。

当参数(夕
、,

几)〔l 以丁时
,

系统(1
.

4) 无稳定奇点且出现第二类极限环
,

从而环路处于

失锁的差拍状态
.

根据环路的同步带和捕捉带的定义
〔’“’,

对于图 1 中的 1 环 和 2 环 的增压

为 a , , a : 时
,

只要选择固有频率△。
,

使 (△。/ a
, ,

△。/ a
: )〔 1 U l

,

环路就处于锁定状态
.

由

此得到△。的变化范围就是环路的同步带和捕捉带区域
. ‘

特别 当 a :
= “: 时

,

环路的同步带和

捕捉带即为八。 < a ,
/ 4

.

当 口 :
今a Z

时
,

系统 ( 1
.

4) 的分歧 曲线的解析表达式很难求 出
,

但我们

可以通过由计算机绘出的分歧曲线 图 4
,

求出其近似表达式
,

从而可得出同步带和捕捉带的

近似公式
.

从而可以对环路的参数 a : , a :

和 么。进行控制
,

使环路处于锁定状态
.

显然这对

环路设计有着指导意义
。

关于捕捉带和同步带的近似公式
,

我们将另文讨论
.

!
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