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摘 要

本文获得线性半序空间正锥上 a 凹与一 a 凸算子的和与积存在不动点的充分条件
,

并给出了迭

代程序与误差估计
.

还讨论了固有值与固有元之间的关系
.

Pot te r 【”引入并讨论 了a 凹与一 a 凸算子
,

万伟勋
‘“’、

秦成林
‘“’、

郭大钧
‘毛’分别研究了这

两类算子的不动点与固有元
.

O r te ga
t“’、

游兆永
‘。’与 L eg g e tt ‘7 ’

分别讨论过算子和与积的不

动点
.

本文将文献【1~ 4」中的实半序 Ba
na ch 空间扩展为“

一

备的线性半序空间
,

并在其中讨论a

凹与一a 凸算子和与积的不动点及固有元
.

最后
,

利用获得的抽象理论研究 了一类非线性积

分方程解的存在与唯一性
.

本文的证明思想虽受到文献 【3
,

4」的启发
,

但具体方法是不相同

的
.

文中诸定理的假设比以前的弱
,

但结论却更为概括广泛
.

定义 1 设S 为线性空间E 中的集
,

x0 〔S称作 S的代数内点
,

是指

V h〔E
,

刁。) 0
,

使{戈〔百 }x = x0 + 涯e h
,

兄〔〔0
,

1〕圣c s

s的全体代数内点记作夕
,

称作S 的代数内部
.

称E 为线性半序空间
,

是指E 是实线性空间
,

且定义了序
,

即

i ) V x 〔E 乡劣( x ;

11 ) V 戈 ; , x Z
〔E

, x l《 x : ,
劣 :簇 劣 ;

冷劣 , = x Z ,

111) V 戈 , , x Z , x s
〔E

, x ,

( 劣 2 ,
x Z

( 劣3

冷 x :

簇% 3 ;

iv ) 丫戈 , , x : , 劣。〔E
, x ,

( x :今 x ,
+ x a

( x Z
+ % 3 ;

v ) V x , ,

为〔E
,

V 几》O
,

为簇丸今肠
:簇几x

2 .

称尸= 通x 〔E !x ) 叶为E 的正锥
.

若尸的代数内部 户铸功
,

则当 x ,
一丸〔户时记作工 :》 二 2 .

称E 是 a 一

备
,

是指 E 中有上界的增列 {二
”

}c E 存在上端 丫{x
。

}
,

即 云是 {丸} 的上界今

召‘ }簇礼 下端可对偶定义 (这里的定义比〔8〕中的弱 )
.

在a 一

备的线性半序空间E 上
,

A r
ch im e d “s

原理成立
,

即x > 0 (x > o
, x 子0) 冷“无界

·

a 一

备的Ri
e s z 空间

〔8 ’必为a 一

备的线性半序空间
.

设有增列 {二
。

}
,

减列 勿
。

}
,

若列 {z
。

}满足 二。

(
: 。

( 夕。 ,

且 V通二
。

}= 八切
,

} == z ,

则称 通
2 .

}

的 (0) 极限为
z ,

记作
z = (0) 一 h m z 。

(若 E 是Ri
e s z 空间

,

则这里所定义的 (0) 极限与【8〕中一

·

张石生推荐
.



色0 4 颜 心 力

致 )
。

定义2 设尸是线性半序空间E 上的正锥
,

户铸功
,

介户, 户
,

o < a < l
,

f 称作 a 凹 (一 a

凸) 算子
,

若
、

j( 树> 扣jx (j (tic )《t一介)
,

V 正户
, 0 < K l

易知
,

f为a 凹(一 a 凸)的充要条件是

f (s x )《 : o

fx (f(
s% )) : 一 。

fx )
,

V 二〔户
, : > i

定理 1 设尸是 。 一

备的线性半序空间 E 中的正锥
,

户手功
, 0 < a < 1 , g

,

h: 户、卢分别是

增a 凹与减 一a 凸算子
,

则算子

月x = 那+ 人x + 。 (正户
, ‘〔尸) (l)

在户存在唯一不动点‘
.

任取x0 〔户
,

则存在
s : ,

凡 > 1
,

使得

s全
一 ‘x 。

《娜
。
+ hx o , g 劣。+ hx

。

(
s孟

一 a 戈。 (2 )

令
s 。== m a x {s , , 5 2

}
, 。。= s言‘二

。, 刀。= s o x 。.

并作
u 。

= 圳卜
; + hv 卜 , + c , v 。

二 g y 卜 ; + hu卜 : + e (n ) 1 ) (3 )

则有估计
‘

声、、.产‘民」任
JJ、矛忆
、o《惫一 u 。

( (i一 。言Za
『
‘

)v 。,

o(
。。
一云《 (z

」

一 s‘Z
a

’

)v
。

且对 V 二。〔[ u 。, v 。〕有

污= (0 )一 lim 劣二

(戈
,

= A x ” _ ,

)

证 先设
c = O

。

显然有s0 > 1 (若s 。= 1 ,

则x0 是A 的不动点 )
。

由(2 )有
s :

一 ‘x 。

( 那
。
+ hx

。

《 s孟
一 。x 。

(6 )

由(3) 并依归纳法有

[ u
, , v ,

〕g [ u卜
, , 。卜

;

〕 (n = 1
,

2
,

⋯ ) (7 )

因E 为a 一

备
,

故存在
u 芳 , 。苦〔[ u 。 , v 。」使沪 == 丫{u

,

}
, v 补 = 八{v ,

}
,

且
。。( u 朴( 。 , ( v ” ,

于是

u , 十 :
= g “ 。

+ hv 。

( g u 苦 + hv 苦《g y 。
+ hu

。
= v ” , :

从而
u 。

(
u 苦
《g u 朴 + hv 釜

(
口苦
《

v 。

(8 )

采用归纳法不难证明
u 。

) s : Za
” v 。

(n == o
,

z
,

2
,

⋯ ) (9 )

依 (8 )与 (9 )有

o(
v , 一 u ,

(
v 二
一 u ”

( (i一 s : Za ”

)v 。

根据 A rc h im ed es 原理知尹 = 沪会牙
.

依 (8) 知示是A 的不动点
.

下证A 的不 动点唯一 设A有不动点* ,

双 , 年劝〔户
,

则存在那> l
,

使“
一

呀( , ( 川 ,
.

利

用归纳法可得
召一 “ ”

矛( , 《尸
”

至

在上式中当
n、 + oo 时有勇( 毖( 恋

,

故无二毖
.

任取 x 。
〔〔“

。 , 。。〕
,

则依归纳法有
u 。

( x ,

簇 v 。
(n = 0

,

1
,

2
,

⋯ )

故(5) 成立
.

最后
,

设 ‘手 0
,

因G 二 = g x + c/ 2
,

H 二 = h二十 c/ 2分另lJ为增 a 凹与减一 a 凸算子
,

且 G
,

H :
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户, 户
,

故当
。举。定理仍成立

.

定理 2 在定理 1的假设条件 (取a 〔(。
,

1 / 2 〕) 下
,

用 x ; (久> 0) 表示方程

月x 二gx + hx + c二只x

的唯一解 , 则 当o< 久; < 几:
时有 勺

:

< 撇
, ;
且有

。、。
,
一 , ,

:

、
[
l一

(及;)
1
士
·

]
· , 1

(10 )

m
a

之, x , ,

( 几
: 劣又:

簇切一几
, x , ; , m 〔(0

,

i ) (1 1 )

证 对几> 0 ,

由定理 1知A x = 肠在户有唯一解二 : .

设 。< 几: < 凡
,

若 心
2

等勺
1 ,

令

M “ in f {川勺
2

( 拼x , :

}
, m 二 s u p { ,

I
‘x 石( 勺

:

} (12 )

易 知 M > i ,

且 m 勺
,

( 勺
2

( M掀
, ,

m 簇M
.

不难证明M
一 ‘
( 脚

,

于是有

M
一

“* :

簇x * :

簇M “, :

从而
_ 1

。 _ . , 、 .

。 , 。 , _ .
_ _ 、 . _ ,

一 几
: , , ,

_ _

x 几,

、不Lg ‘以 x 又‘’十 ““‘以
一

苏之, , 十 “ J、不
‘yI 一潇几,

依 (1 2) 有M ( (几
,

/几
: )M

“ ,

于是瓜< 几, , 这与定理假设矛盾
,

所以勺
:

《心
: ,

点唯一
,

故勺
:

< 心
1 ·

因 。< 泥; < 凡今 x , :

< 勺
: 。

令

m = su p {: {
: 二 ,

1

( x * :

}
,

M = in f咬# f‘ ; ,

( 拼“ ,
;

蛋

易知。( m ( l
,

m x ; ,

( x ,
:

簇M勺
: , 切《M

。

若m 一 ’< M
,

则M
一 ’劣、,

( x , :

簇M 二 ,
, ·

因 几
一 ‘A 的 不动

(1 3 )

x , ,

、李〔
。(、二 ; ,

) 十、(。一。
,

) + 。〕、夺、
·x ; 1

几 2 - 一 , . 2

依 (13 )有M( (之
,

/几)M
“ ,

故几
:

> 几
2 ,

矛盾
.

所以有M( m 一 ‘. 于是可得

m % , :

簇 x ,
孟

簇 m 一 ‘x * 1

元
: x 久: 》g (m x ,

:
) + h(二

一 ’x * :
) + c > 兄;阴o

勺
,

1

依 (1 3 )有(几:
/几

2

)1 一
“

《 m

从而

(1 4 )

。、二* 1
一 二 ,

2

、 二*: 一

(妾;)拼
‘,

,

一

t卜以;)尚〕
一

,

仿 (1 4 )有几
2

勺
:

( m 一 “

几
,

心
: ,

故 (1 1 )成立
.

定理 3 设 尸为实 Ba n
ac h 空间 E 中的正规锥

,

且户铸功
,

A = g + h
,

其中 g
,

h:
.

户、户分

别为增 a 凹与减 一 a 凸算子
,

则A在户存在唯一不动点 , ;
且对任何 x0 〔户

,

令 x
,

= A介
一 , ,

,

2
,

⋯
,

则有

活= h m 介

证 仿定理 1作 (2 )与 (3 )
,

则仍有 (6 )
、

(7 )
、

(9 )成立
.

由(7 )
、

(9 )可得

o《 u 。 + , 一u 。

簇 v ,
一 u 。

《 (l一 : : Za
’

)s
o x 。

由于尸正规
,

故存在 N > 0使

}}“
。十 ,

一 。。 !}( 刀 (l一 : 言Z
a ”

):
。

冲劣
。

!}

n : 二 二

(1 5)

(1 6 )

(17 )
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故 {。
.

}为C a
耽h y列

,

从而存在在〔E 使‘= h m “ , ,

同理
,

存在石使公= hm 人且
. 峥CO . 呻 弓洲。

u ”

《花《公(
v 。 (18 )

由 (9 )易知石= 公
,

记作云
.

可类似定理 1并利用尸的正规性证明分是A 的唯一不动点
.

(15 ) 也可仿定理1并利用正规性获得
.

注 定理 1与定理 3互不包含
.

定理4 设积分方程

几““’一

{
* ,

{k
,

(t
, ; ) 乙

a 。(; ) [ x (: )〕
“ ,

+ k
:

(t
,
; )习 b‘(: )[ 二(: )〕

一
口‘卜

￡ “。,

其中几> O
,

i )

11)

R N
表示N 维欧氏空间

.

若
a ‘,

刀
‘) 0且

su p a ‘< 1
, s o p夕

. ( 1
.

t ‘

k‘(t
, s) (‘= x

,

2 )在R 忍万上非负可测
,

且存在常数m ,

M (0( m < M )使

。( { 。‘(亡
, : )、s

《、
, ‘== 1

,

2 ; 丫 ,。* ,

J R 丹

!i粤
万
响

, 不0

{
_

t、
‘(,

, ; )一、‘(, 。
, s )一d

: = o
,

J R 万

111) a ‘(s )
,

b
‘

(; )在R N上非负可测
,

且存在
: ‘,

l
,

2 , V t。〔R 万

a ‘
(i= l

,

2 )
,

0 ( : ‘< a 。,

使

: ,

( E
a ‘(s )《a , , : 2

《 E b‘(s)《。 2

则方程 (1 9) 存在满足

0 < in f x ; (才)《 su P x * (t)< + “
t(R 万 踌R 刀

的唯一连续解戈 ; (t )
.

证 不难由定理 3 获得
。

注 本定理在条件 ii )中去掉连续性条件后
,

依定理 l
,

可知方程(19) 存在唯一可测解
.

定义3 在线性半序空间 E 中引入 (可换 ) 代数
,

即 x
,

夕〔E 今x 夕= y正E
,

且当 x
,

, 〔户

(或尸)冷x 。〔户(或 尸)
.

这时称E 为线性半序代数
.

定理5 设E 是a 一

备的线性半序代数
, a创。

,

1/ 2)
,

夕
,

h :
户, 户分别为增 a 凹与减 一 a 凸

算子
,

则

刁x == 酬hx (劣〔户) (2 0 )

存在唯一的正不动点*
.

令
u 。= : 石

’x 。, 。。== : 0x
。,

这里x0 〔户
, ; 。
满足不等式

s孟
“ 一 ’x 。

( gx
o
hx

。

( s孟
一 “‘ x 。, ; 。> 1

令

则有估计

u 。

= g “卜
;
hu

, 一 l , v 二

二 g y 。 一 l
hu , 一 ,

(n二 1
,

2
,

⋯ (2 1 )

o( 卜
u 。

《〔1 一 s : 4 (Z
a
)

”

」s
o x 。 , o簇

v 。
一 , ( [1 一 : 万4(Z

a
)

”

」s 。劣
。

(2 2 )

任取 x 。
〔[ u

。 , v 。〕
,

则牙二 (0 )一lim x ” ,

这里 x 。
= 月x 卜

, , n == 1
,

2
, ·

⋯

证 采用归纳法不难证明

u0 《
u ;簇⋯《 u 。簇⋯《口 。

( 一簇
刀, ( v0

令
u份二 V谧u

,

}
, v 铃 = 八王v

。

}
,

则
u 。簇 u铃

(
。份
簇

。二
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u 。

簇 u 朴
簇g u 铸hu 朴《g y , hu 朴

《
v 朴
(

v ,

(2 3 )

依归纳法有
u 。 > s ; 4 (Za )

’。,

(n = o
,

1
,

2
,

⋯ )

故

o《 v , 一 u ‘
(

v 。
一 u ,

簇 (1 一 s : 4(Z
a
)

”

)v 一

( (1 一 ; ; ‘(Za )
”

)v
。

依A r c hi m e d e s
原理知沪一尹叠云

.

依 (23 )知毖为A 的不动点
.

证不动点唯一 设另有 , 〔户为A 的不动点
,

则存在拼> 1使 厂
2 ‘ , ( , 簇矿

‘ ,
.

依归纳法有

厂(2a )
”

, 《 : ( 必2a)
”

, (n 一 1
,

2
,

⋯ )
,

因。< Z a < l ,

故 , 一 ,
.

依归纳法易知
“ ,

( 介( 。 ,

(n 一 O
,

1
,

2
,

⋯ )
,

故 {x
。

}的(0) 极限是示
。

[ 1 1

[ 2 1

[ 3 〕

[ 4 ]

[ 5 ]

[ 6 〕

[ 7 〕
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