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摘要: � 在�线性主动结构及模态 ( � )�中给出了主动结构的基本概念及模态的若干属性的基础

上,对主动离散系统及主动梁的属性做了进一步的讨论,包括稳定性和正交性,并用具体实例对模

态做了解释�� 将伴随结构概念在梁结构中推广, 具体讨论了两种配置的主动梁, 它们分别代表离

散传感和作动及分布传感和作动的配置,并给出了用主动梁振型和伴随主动梁振型表示的正交性

条件�� 用实例给出了同位和非同位主动刚度梁的特征值随反馈大小的变化��

关� 键� 词: � 主动结构; � 梁; � 模态; � 正交条件

中图分类号: � O32; TB53� � � 文献标识码: � A

引 � �言

经典结构动力学研究的对象是被动结构,当被动结构中引入控制器件或机敏材料,并施加

控制作用,则被动结构变为主动结构,广义上称主动系统��由于对主动结构的定义还是一个值

得讨论的概念[ 1] ,所以严格的定义有待主动结构动力学的深入研究��在文( � ) [ 2]中讨论的主

动结构范畴内, 给出了线性主动结构模态的一系列属性:

属性 1�右特征向量是主动结构自由振动的模式_振型��

属性 2�左特征向量为一类特定伴随主动结构的模态��

属性 3�互为伴随结构的两个主动结构的模态振型加权正交��

属性 4�左特征向量表征主动结构强迫振动的模态分量��

属性 5(互易定理) �两个互为伴随主动结构, 若反馈增益矩阵对偶,即 K
T
= K

adj
, 则二者

有相同的特征值集合,其左、右特征向量互易��

属性 6 � 满足互易定理的两互为伴随主动结构的传递函数对偶, 即 H
( a) adj

( s ) =
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H
( a) T

( s )��

属性 7�测量点对任意点的传递函数与控制作用无关��

在很多文献中[ 3, 4]用特征值分析讨论主动振动控制系统的稳定性,本文对离散主动系统,

从特征值分析, 进一步给出了同位和非同位线性主动结构稳定性的属性��

有大量的文献研究梁的主动振动控制,这些文献中选取了各种作动原理、配置及控制律��

目前,在理论研究中仍使用梁作为具体实例
[ 5]��本文对主动梁, 从模态振型概念,给出了非同

位线性主动结构的正交性条件��

为了更具体比较线性主动结构与被动结构模态的差别,本文讨论了两个实例: 7自由度离

散主动系统和简支梁��

1 �离散主动系统模态

离散主动系统方程的一种具体形式为

� � M�x + C�x + Qx = Fuu+ Fvv, ( 1)

� � u = - K1+ K2
d

dt
y , ( 2)

� � y = Fy x, ( 3)

� � minJ ( K , Fu, Fy ) , ( 4)

或闭合形式

� � M�x + Ca �x + Qax = Fvv , ( 5)

方程中参数的符号与�线性主动结构及模态( I) �[ 2]相同��

属性 8�一渐进稳定的线性被动结构, 其对应的具有负反馈正定增益矩阵的同位线性主

动结构是渐进稳定的[ 3]��

同位线性主动结构, 当有 m 个自由度测量和控制时,可令

� � Fy = Im�m 0m� ( n- m) ,

则

� � Fu = F
T
y =

Im� m

0( n- m) �m
,

若反馈矩阵 K1为对角阵,则对主动结构的刚度矩阵 Qa只增加了被动结构刚度矩阵的对角线

元素, Qa仍是对称的;若反馈矩阵 K2为对角阵,则对主动结构的阻尼矩阵 Ca也只增加了被动

结构阻尼矩阵的对角线元素, 主动结构的特征值的实部仍为负, 系统是渐进稳定的��当反馈矩

阵是满秩时,属性 8也成立��

属性 9�线性主动结构是渐进稳定的,则伴随主动结构也是渐进稳定的��

由互易定理可知,主动结构和伴随主动结构有相同的特征值集合,所以它们的稳定问题也

是一致的��

用以下实例进一步具体解释主动结构模态的若干属性��

实例 �一幢 7层楼房, 设有主动振动控制装置,为一主动结构,测量点为第 1层,作动器作

用于第7层,方程( 1) ~ ( 4)中的参数为

M = diag 6. 569 4 5. 294 7 4. 964 7 4. 634 6 4. 634 6 4. 742 2 2. 841 2 � 105 kg,
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� Q =

1. 109 9 - 0. 589 0 0 0 0 0 0

- 0. 589 0 1. 177 9 - 0. 589 0 0 0 0 0

0 - 0. 589 0 1. 177 9 - 0. 589 0 0 0 0

0 0 - 0. 589 0 1. 177 9 - 0. 589 0 0 0

0 0 0 - 0. 589 0 1. 177 9 - 0. 589 0 0

0 0 0 0 - 0. 589 0 1. 139 6 - 0. 589 0

0 0 0 0 0 - 0. 589 0 0. 550 6

� 1010
N/ m,

� � C = 0,

� � Fy = 1 0 0 0 0 0 0 , Fu = 0 0 0 0 0 0 1 T

图 1 � 主动刚度结构的特性值

是非同位主动结构��忽略被动结构的阻尼是为了

更容易观察控制对主动结构动力学特性的影响��

主动结构的模态取决于反馈增益 K , 当 K1 或 K2

取常数时,即为位移反馈或速度反馈�� 图 1为主

动刚度结构的固有频率与 K1的关系,随着反馈的

增大,奇数阶频率增大,而偶数阶频率减小��这是

由于相同奇数阶振型在第 1自由度和第 7自由度

同符号,而偶数阶振型在这两个自由度上符号相

反��当反馈增大到一定程度,首先前两阶频率曲

线相交,这一点标明第 1和第 2阶模态失稳,此点左侧部分对应的特征值为实数,右侧部分对

应的特征值是复数��当反馈继续增大, 第3和第4阶模态失稳��在稳定范围内,图 2给出了主

动刚度结构的第 1和第2阶右和左特征向量随反馈增大的变化趋势,也表明了二者的差异,随

K1的增加差异增大�� 图 3是主动阻尼结构的阻尼比与 K2的关系, 奇数阶为负值, 是正阻尼,

偶数阶为负阻尼�� 从特征向量中很容易理解, K2 对特征向量影响不大��

2 �主 动梁

当主动结构用偏微分方程描述时,文(�) [ 2]中的和上述的定义及对模态注释都可以推广��

( a) 第 1 阶右、左特征向量
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( b) 第 2阶右、左特征向量

图 2 � 主动刚度结构的特征向量

在这节中, 具体讨论两种配置的主动梁: 单点测量_单点作动的非同位主动梁; 分布测量和分

布作动的主动梁��前者是集中测控结构的代表,后者是分布测控结构的代表��

图 3 � 主动阻尼结构的阻尼比

2. 1 �主动梁( � )

对于比例位移(或速度或加速度)同位主动梁

的分折,与具有集中弹簧(或阻尼器或质量)的被

动梁的特性一样, 可参阅有关教科书�� 主动梁

( � )只讨论单点测量_单点作动的非同位主动梁,

欧拉梁方程可写为

�
�2
w ( x , t )

�t 2
+ EI

�4
w( x , t )

�x 4 =

� � �( x - x 0) [ Kww ( x 1, t ) + K �w�w ( x 1, t ) ] ,

( 6)

其中 x 0、x1分别为作动点和测量点坐标, Kw、K �w 分别为位移和速度反馈增益, �表示Dirac �函

数��方程( 6)的解可表示为

� � w ( x , t ) = W( x ) e�t , ( 7)

�为一复数,实部和虚部分别表示主动梁的阻尼特性和频率特性�� 考虑两端简支梁,并令 y =

l - x , l 是梁的长度,振型函数 W(x ) 为

� � Wl ( x ) = L1B( x ) + L 2D( x ) , � � 0 � x � x 0, ( 8)

� � Wr( y ) = L 3B ( y ) + L4D ( y ) , � � 0 � y � l - x0�� ( 9)

这里使用了克雷洛夫( Kralove)函数:

� � A ( x ) = 0. 5 � ( chkx + coskx ) , B( x ) = 0. 5 � ( shkx + sinkx ) ,

� � C( x ) = 0. 5 � ( chkx - coskx ) , D( x ) = 0. 5 � ( shkx - sinkx ) ,

其中 k
2
= �/ a, a = EI / ��� 利用作动点的连续性条件可有

782 王� 永� 刚� � � 龚� � 靖� � � 张� 景� 绘



� �

B ( x 0) D( x 0) 0 - B ( l - x 0) - D( l - x 0)

A( x 0) C( x 0) 0 A( l - x 0) C( l - x 0)

D( x 0) B ( x 0) 0 - D( l - x 0) - B ( l - x 0)

C ( x 0) A ( x 0)
- (Kw + �K �w )

EI
C ( l - x 0) A( l - x 0)

0 0 - 1 B ( l - x 1) D ( l - x 1)

�

� � � �

L1

L2

Wr ( l - x 1)

L3

L4

= 0�� ( 10)

上面 3个方程即为主动梁的频率和振型方程��若作动位置和测量位置对换,即 x 0 为测量点,

x 1为作动点,则伴随主动梁的频率和振型方程为

� � W
adj
l ( x ) = L

adj
1 B ( x ) + L

adj
2 D( x ) , � � 0 � x � x 1, ( 11)

� � W
adj
r ( y ) = L

adj
3 B ( y ) + L

adj
4 D( y ) , � � 0 � y � l - x 1, ( 12)

� �

B ( x 1) D( x 1) 0 - B( l - x 1) - D( l - x 1)

A( x 1) C( x 1) 0 A ( l - x 1) C( l - x 1)

D( x 1) B ( x 1) 0 - D ( l - x 1) - B( l - x1)

C ( x 1) A ( x 1)
- (K

adj
w + �K adj

�w )

EI
C( l - x 1) A ( l - x 1)

B ( x 0) D( x 0) - 1 0 0

�

� � � �

L
adj
1

L
adj
2

W
adj
l ( l - x 0)

L
adj
3

L
adj
4

= 0�� ( 13)

若将坐标 x 和 y 对换, 可将方程( 11)、( 12)及( 13)写成和方程( 8)、( 9)及( 10)的对应形式

� � W
adj
r ( x ) = L

adj
1 B ( x ) + L

adj
2 D( x ) , � � 0 � x � x 1, ( 14)

� � W
adj
l ( y ) = L

adj
3 B ( y ) + L

adj
4 D( y ) , � � 0 � y � l - x 1, ( 15)

� �

B ( x 1) D( x 1) 0 - B( l - x 1) - D( l - x 1)

A( x 1) C( x 1) 0 A ( l - x 1) C( l - x 1)

D( x 1) B ( x 1) 0 - D ( l - x 1) - B( l - x1)

C ( x 1) A ( x 1)
- (K

adj
w + �K adj

�w )

EI
C( l - x 1) A ( l - x 1)

0 0 - 1 B( l - x 0) D( l - x0)

�
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� � � �

L
adj
1

L
adj
2

W
adj
l ( l - x 0)

L
adj
3

L
adj
4

= 0�� ( 16)

可以证明,当 Kw = K
adj
w 和K �w = K

adj
�w 时, 方程(10) 和(13) 或(16) 系数行列式等于零有相同的

解,即如互易定理陈述的两互为伴随主动结构有相同的特征值集合 �� 正交性条件可由方程

(6) 直接给出, 当 Kw = K
adj
w 和K �w = K

adj
�w 时,令 Wi和W

adj
j 分别为主动梁的第i阶振型和伴随主

动梁的第 j 阶振型, 正交性条件为

� ��
l

0
�Wi ( x ) W

adj
j ( x )dx =

K �w
( �i + �j )

Wi ( x 1) W
adj
j ( x 0) , � � i � j�� ( 17)

显然,对于主动刚度梁有

� ��
l

0
�Wi ( x ) W

adj
j ( x )dx = 0, � � i � j�� ( 18)

属性 10�当 Kw = K
adj
w 和K �w = K

adj
�w 时, 主动梁的振型和伴随主动梁的振型加权正交��

� � � � ( kw = Kw/ EI ) � � � � � � � � � � � � � � � � � � ( kw = Kw / EI )

� � � � 图 4� 同位主动刚度梁的特征根� � � � � � � � � � 图 5� 非同位主动刚度梁的特征根

图4和图 5是一个具体主动刚度简支梁的数值结果, 和伴随主动梁有相同的固有频率,图

4是同位主动简支梁的前三阶特征根随反馈增大时的变化曲线,反馈越大, 频率越高��图 5是

非同位主动简支梁的前三阶特征根随反馈增大时的变化曲线,可以看出这里存在一个稳定性

问题��

2. 2 �主动梁( � )

主动梁( � )讨论分布作动和/或分布测量时的主动梁, 仍以欧拉梁方程表示为

� � ��
2
w ( x , t )

�t2
+ EI

�4w ( x , t )
�x 4 = Fu ( x ) u( x , t ) , ( 19)

� � u( x , t ) = �
l

0
Kw ( x , �, t ) y ( �, t )d�+�

l

0
K �w ( x , �, t ) �y ( �, t )d�, ( 20)

� � y ( x , t ) = Fy ( x ) w ( x , t )�� ( 21)

方程( 20)和( 21)为作动和测量模式,式中 Kw( x , �, t ) 和 K �w ( x , �, t ) 分别为 t时刻位移和速度

反馈增益, x 为作动力坐标, �为测量坐标�� 一般情况下, Kw( x , �, t ) 和 K�w ( x , �, t ) 还与响应

有关, 具体由控制律确定, 对线性主动梁, 独立于响应, 并假定不显含 t , 即 Kw ( x , �)、K �w ( x ,
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�)�� Fu( x ) 和 Fy( x ) 分别为作动和测量位置函数, 具体可写成

� � Fu ( x ) =
1, � � x 1 � x � x 2, x 1, x 2 � [ 0� l ] ,

0, � � 其它;

� � Fy ( x ) =
1, � � x 3 � x � x 4, x 3, x 4 � [ 0� l ] ,

0, � � 其它��

对于多区域作动和测量, 很容易写出类似的 Fu ( x ) 和 Fy ( x )�� 其伴随主动梁的方程为

� � ��
2
w

adj
( x , t )

�t 2
+ EI

�4
w

adj
( x , t )

�x 4 = Fy ( x ) u
adj
( x , t ) , ( 22)

� � u
adj
( x , t ) = �

l

0
K

adj
w ( x , �) y

adj
( �, t ) d�+�

l

0
K

adj
�w ( x , �) �y adj

( �, t )d�, ( 23)

� � y
adj
( x , t ) = Fu ( x ) w

adj
( x , t )�� ( 24)

当K
adj
w ( x , �) = Kw( �, x ) 和K

adj
�w ( x , �) = K �w ( �, x ) 时,根据互易定理,互为伴随两主动梁有相

同的特征值,其解分别为 w ( x , t ) = W( x ) e�t 和w
adj
( x , t ) = W

adj
( x ) e�t , 可证明其振型 Wi ( x )

和 W
adj
j ( x ) , �i � �j , i � j , 满足以下正交性条件

� ��
l

0
�Wi ( x ) W

adj
j ( x )dx =

� � � � 1
( �i + �j )�

l

0�
l

0
Fu( x ) Fy( �) K�w ( x , �) Wi ( x ) W

adj
j ( �)d�dx , � � i � j�� ( 25)

对于主动刚度梁有

� ��
l

0
�Wi ( x ) W

adj
j ( x )dx = 0, � � i � j�� ( 26)

属性 10仍成立��

3 �结 � �论

使用不同的控制和测量器件及不同的配置、不同的机敏材料、不同的控制律,可得到各种

构形(或配置)的主动结构��以数学模型分类,仍可分为离散主动结构和连续主动结构��本文

用一个7自由度离散系统和梁分别代表这两类主动结构,在文( � ) [ 2]的基础上, 进一步注释了

线性主动结构模态的属性,包括:

� �同位线性主动结构和被动结构的稳定性是相同的��
� �主动结构和伴随主动结构稳定性的一致��
� �对作动和传感的两种配置形式的非同位简支梁,给出了正交性条件的表达式��

� �用一个 7自由度系统代表主动结构离散数学模型, 展示了左和右特征向量的差别及物理

意义,并显示了稳定性问题的存在��

� �用一具体主动梁对比了同位和非同位时特征值变化的不同��

对主动板和壳将做继续研究��
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Linear Active Structures and Modes( � )
�Discrete Systems and Beams

WANG Yong_gang1, 2, � GONG Jing1, 3, �ZHANG Jing_hui1

( 1. School of Civ il En gin eer ing an d Mechan ics , Xi�an J iaotong Un iv er sity ,

Xi�an 710049, P . R . China ;

2. School of Scien ce , Chan g�an Un iver sity , Xi�an 710064, P . R . China ;

3. Depar tment of Civ il En gin eer ing , Nor theast China In stitute of

Electr ic Pow er , Jilin 132012, P . R . China )

Abstract: The basic concepts about the active structures and some attributes of the modes were pre-

sented in paper �Liner Active Structures and Modes ( I)� . The characteristics of the active discrete

systems and active beams were discussed, specially, the stability of the active structures and the or-

thogonality of the eigenvectors. The notes about modes were portrayed by a model of a seven_

storeyed building with sensors and actuators. The concept of the adjoint active structure was extended

from the discrete systems to the beams that were the representations of the continuous structures.

Two types of beams with different placements of the measuring and actuating systems were discussed

in detail. One is the beam with the discrete sensors and actuators, and the other is the beam with dis-

tributed sensor and actuator function. The orthogonality conditions were derived with the modal

shapes of the active beam and its adjoint active beam. An example shows that the variation of eigen-

values with feedback amplitude for the homo_configuration and non_homo_configuration active struc-

tures.

Key words: active structure; beam; mode; orthogonal condition
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