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摘 要

文献〔l〕用李雅普诺夫第二方法证明了特征根均具有负实部的缓变系数动力系统的渐近 稳 定

性
.

本文也用李雅普诺夫第二方法给出至少有一个特征根具有正实部的三阶变系数线性微 分 方程

解的不稳定性的充分条件
.

一 已 ! 性全
、 J . 杯刁

考虑方程

父 + 。(t )戈+ b(t )毖+ c (才)劣 = 0

其中a (t )
,

b (t)
, c (t)是 t 的实函数

。

其等价系统为
:
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d 戈
1
_

J t 一

假设其特征方程
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即 几8 + a ( t )几之+ b ( t )几+ c ( t ) = o

的根几
‘(t ) “一 1

,

2
,

3) 中至少有一个具有正实部
·

由
l

于。 ( t )
,

6 ( t )
, 。 ( t )是 t 的实函数

,

因此如果特征方程 ( 1
.

3 )有复根
,

记 八( t ) 二 a ( t ) b ( t ) c ( t ) 一 e Z
( t )

由根与系数的关系知
:

一 a ( t ) ~ 几
,

( t ) + 之
2 ( t ) + 只3

( t )

b ( t )一只一( t ) 之
2
( t ) + 之

2
( f)几a ( t ) + 几3 ( t )几: ( t )
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.
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一 c (t)二久; (t )几
:

(t)元
3

(t)

下面我们只讨论△(t )今。的情形
.

二
、

特征方程有三个具有正实部的根

定理 1 如果方程 (1
.

1) 满足下列条件
:

1
.

“

(t)
,

b( t)
, “

(t) 在 t。《 t < + OO 上可微有界 (其中 t。 足够大 )
,

即存在一个正常数

M > 0
,

使得

}
a (t) }《M

,

}b (t) }《M
,

l
e 以) }簇M

2
.

特征方程 (1
.

3 )的根均具有正实部
,

即R e (之‘(t))> d > 0 (i“ 1
,

2
,

3 )对所有的t》t。都

成立
,

其中占是与 t 无关的一个正常数 ;

3
.

m a x

to‘t < + co

d a (t)

d t
1鲍红
1 d t

d c (t)

d t
!l
�

丫J、-.

其中

二二二 】n ln

t o‘t < + co
工

刀!八( t ) }
丁SM

“

千1 0叮 + 1

刀是一个常数
,

且。< 刀< 2
,

则方程 ( 1
.

1) 的零解不稳定
。

证 由条件 2
,

设

几‘( 才)> 占> 0 ( i二 1
,

2
,

3 ) 或 人, ( t ) ) d > 0
,

于是有

!卜
·

,

乳箫乳}

R e (几。(才) ) > 6> 0 ( i = 2
,

3 )

一 a ( t ) = 完
:
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:
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3
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2
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3
( t )〕》 3占
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2
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2
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3
( t ) + 几

3
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,
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1
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2
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3
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2
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2
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:
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3

A ( t ) 一 a ( t )b ( t) c ( t ) 一 c 么 ( t ) 一 c ( t )〔a ( t )b ( t )一 e ( t ) ]

二 一几; ( t )久
2
( t )久

3
( t ) {一 [几, ( t ) + 义
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3
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3
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么
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3
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应用巴尔巴欣公式
〔“’,

取

犷( * ; x ; ,
戈: ,

x 3
) = 犷: 1 ( t ) x 受+ 2 厂: 2 ( t )劣 : x : + 2犷

, 3
( t )劣 lx 3

+ 犷
2 2 ( t ) x 里

+ 2 犷2 3 ( t ) x : 戈 3 + 犷
3 a
( t ) x 彗

其中

犷: 、( t ) = 一ab
Z
一 a Zc + b e 一 a c Z

一 e 3 ,

犷、2 ( t ) - 一 a Zb一 e Z
一be Z ,

犷: : ( t )一 一 a b + e

犷
: 2

( t ) = 一 a 3 一 c 一 a Z e 一 be 一b么e 一 a e Z ,

V
2 3
( t ) 一 一a Z

一 a c 一 c Z ,
厂

a 3

( t ) = 一 a 一 c 一b e

这里
a , b , c

均为 t 的实函数
.

则

犷( t , x ; ,
x : ,

劣。) = ( 一 ab Z
一 a Zc + be 一 a 。乙一e a

) x 贾+ 2 ( 一a z
b 一 c Z

一be z
) x , % 2

+ 2 ( 一 a b + e )戈 : 戈 3 + ( 一 a 3
一 e 一 a Z e 一be 一 b

Zc 一 a e 么)戈至

+ 2 ( 一 a Z
一 a c 一 c 名) x 拼

。
+ (一 a 一c 一 be ) x 岌
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= (一 a b
Z
一 a 名c + bc )劣里一 Za Zb戈lx : + 2 (一ab + c )x lx : 一 (a 3 + e )劣孟

一 2 a 2二2二3
一 a 二: 一

c (a x Z + x : )
“
一
含〔‘

bx Z + 二
: )

2
+ ‘a bc一 c

”x , ,

一 c ‘“
!
+ bx

Z

,
“
一
舍〔(

b , 。 + 。
: )

“
+ (ab c一 c “)二:

》 (一 a b
Z
一 a Ze + be )劣至一 Za Z

bx 声
2
+ 2 (一 a b + e ) x 声

3

一 (a 3 + e ) x 至一 2 a 2 x 2戈3
一 a 戈孟

对于任意给定的无论多么大的忑(忍》 t。)
,

考察二次型

U “ ; 戈 : ,
劣 : ,

戈 ,

)二一 a 劣互一Za Zx 声 : 一 (a 3 + c )劣 ; + 2 (一 a b十 c )戈
s劣 ,

一Za Zbx : x ,
+ (一 a b

么
一 a 名c + bc )义 {

其系数行列式是

一 a

一 a 么

(一 a b + c )

一 a Z

一 (。3 + e )

一 a Z
b

(一 a b + c )

一 a Z
b

(一 a b么一 a Zc + bc )

其主子行列式是

一 a (云)> 3j> 0

{ 一 a 一 a Z

二 a (忑)c (云)> 3占
4

> 0

一。‘ 一 (a 3
+ c ) {

: 。 ,

一 a 一 r

一 a Z
一 (a 3

+ c )

(一 a b + c ) 一 a ‘b

(一 a b + c )

一a Zb

(一 a b
Z
一 a Ze + bc )

二 一 e (Z)〔a (彩)b(活)c (彩)一 e Z

(云)〕》 8占
.

> 0

根据塞尔维斯特定理
‘“’,

可知二次型U (若; x 。 ,
二: ,

二 ,

)是正定的
.

除此而外
,

因为

犷(派; x ; ,
x : ,

x 3

)) U (派; x : ,
x Z ,

戈 : )

所以函数厂 (t ; x ; ,
, : ,

x 3

)在任意小的x ‘值和任意大的 t(t》t。)值时
,

可以取正的值
。

其次证明函数犷(t ; x : ,
x : ,

劣。)对于时间 t 的由扰动运动方程构成的全导数d厂/ dt 在 t0 《 t<

+ 、内是正定的函数
。

事实上
,

李
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.
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.

犷+十
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, 3
( t ) 劣 , x 3

+ 亡2 : ( t ) x 委+ 2夕2 3 ( t ) x : x :

+ 夕
5 3
( * )劣璧+ 2△( t ) (劣 }+ %孟+ x 孟)

》2△( *) (义圣+ 二璧+ 二孟)一〔{夕, , ( t ) !二圣+ 1亡
, : ( t ) }( x 圣+ 二委) + l亡

, 3
( t ) l( x } + x 孟)

+ 1夕
2 2
( *) }二孟+ }护

z :
( *) }(二全+ 二孟) + !亡。

3
( t ) !x 全〕

~ Z A ( t ) ( 二{+ 二璧+ 二 ; ) 一 [ ( }护
, ‘

( t ) ! + }夕
, 2
( t ) ! + !亡, 。( t ) 1) x 圣+ ( 】夕

, :
( * ) ! + }亡

2 :
( t ) 】

+ {护: 3 ( t ) }) x 孟+ ( }护
, 3
( t )卜 }夕

: ,

( t ) 1+ !夕。3 ( t ) }) x 聋〕

乡2 △( t ) ( x 孟+ x 孟+ 二孟)一 :
〔( 2 }

a
}
“
+ {b }2 + 5 }

c
}
“
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a
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+ 2 !b ! + 3 !
c
! + 1 )劣全+ (5 }a !

“
+ }b }

2
+ 2 }c }

2 + 2 !
a
! }b }+ 4 {b ! }c }

+ 4 }
a
l!

c
! + s }a }+ lb }+ 6 }c ! + 1 )x 委+ (4 }

a
{+ 2 !b ! + 4 }

c
}+ 3 )x 孟〕

) 2△(t)(劣至+ 戈孟+ x 聋)一 。[ (1 8M
么
+ 6M + 1 )劣全+ (1 8M

2 + 1 0M + 1 )x ; + (1 0M + 3 )劣孟]

》2 △(云)(‘至+ “至+ 二考)一。仁(1 8M
么
+ 1 0M + 1 ), 至+ (18 M

2 + 工oM + 1 )戈 ; + (1 0M + 3 )%委」

) 2 △(t) (% }+ ‘孟+ ‘墓)一 [刀 !A (t) }“ ; + 刀}么(t) }
二
; + 刀 1么(t) 1“二〕

二 (2 一叮)△(t )(x : + x 盆+ 劣孟)) 8(2 一 刀)d
6

(%呈+ 二 ; + 戈盆)

所以d厂/ dt 是正定的
.

由条件 1 容易证明犷(t ; 二 ; ,
劣 : ,

劣 :

)具有无穷小上界
。

根据非定常运动的李雅普诺夫不稳定定理
‘“’,

可知方程(1
.

1) 的零解不稳定
.

三
、

特征方程有两个具有正实部的根

定理2 在方程(1
.

1) 中设

2
.

a (t)
,

b (t)
, e (t)在t。簇t< + oa 上可微有界 (其中t。足够大) 即存在一个正常数M )

0
,

使得

}
a (t) 】《M

,

}b (t) !《M
,

!
e (川 ( 对

2
.

特征方程 (1
.

3 )的根久
,

(才)
,

几
2

(t)
,

几
3

(t) 满足

6
;

< 几2 (公)< 占
: ,

一占
‘

< 久, (* )< 一6
3 ,

占。< 几
3

(t)

其中d . (i= 1
,

2
,

s
,

连
,

5 )是与 t 无关的正常数
,

且。< d , < d Z< d a< d
4

< d
。 ;

3
.

a (t) + c (t) + b(t) c (t )< o对所有的t) t。都成立 ,

....

1
.几7,、

、

In a X

t。‘t < + OO

d a (t)

dt
db (t )

dt 1半
一

1}
< ·

其中

二二二 U 】I n

t0 ‘ t < + 加{
刀!么(t) }

1 8M
念+ 1OM + 1

刀!么(t ) 1
1 0M + 3 }

刀是一个常数
,

且 0< 刀< 2
,

则方程 (1
.

1) 的零解不稳定
。

证 由条件 2
,

有

久
:

(t )几2 (寸)几
3

(t) = 一 {六
, (t )日几

: (t)日人
3

(t) }< 一己
3己,舀。二 一己,己

3
6
。

( 0

之
,

(t) + 几: (t)< 一 d
。
+ d

Z
- 一 (6 3一 d

:

)< 0
,

几
2

(t )+ 几3(t)> 6
:
+ d。> 0

几a(t) + 几: (t) ) 占
。
一 d ‘) 0

而 △(t )一 几
1

(t)几
:

(t )几
3

(t) {几至(t)〔几
:
(t) + 之

3

(t)」+ 之
:

(t ) [之
:

(才)

+ 元
3

(t)」
“
+ 之

2

(t)之
3

(t)[几2 (t) + 又
。

(t)〕}

一 几: (t)几
:

(t)几
3

(t )[几; (t )+ 几
2

(t)」[几
。

(t) + 之
3

(t)」〔只
。

(t) + 只: (t)〕

所以

△(t) = }几
, (t )几2 (t)几

3

(t川几, (t) + 几2 (t川 几。(t )+ 只
。

(t川几
3

(t ) + 几
1

(t) }

> d , d sd。(d
。
一占2 ) (占, + d

。

)(d
。
一 d

‘

)> 0

一 e (t)一几
;

(t)几: (t)几
3

(t)< 一占
,
d 3占

。

< 0

根据巴尔巴欣公式
’“’,

取

犷(t ; x , ,
x : , 劣 3

)二 V
, ,

(t)x 圣+ 2厂
, 2

(t)x , 二:
十Z V

, 3

(t)戈
; x 。

+ 犷
2 :

(t)劣委+ 2犷 : 。(t)戈拼
3 + 犷

3 3
(t)戈互
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其中

厂: l(t)二 一ab
么一 a Z c + b e一 a c 么一 e 3 ,

犷: : (t) = 一a 场一 e Z 一bc
么 ,

犷 : 3 (t) == 一ab + c

犷
: : (t) ~ 一 a 3一 。一 a Z e 一be一 b

Z e一 a e“ ,
F

Z 。

(公)= 一 a Z一 a e 一 c Z ,
、

犷
3 ,

(亡)= 一 a 一 e 一 bc

这里
a ,

b
, 。
均为 t 的实函数

.

对于任意给定的无论多么大的云(云》 t。)
,

考察二次型

U (忑; 万 3 ,
x Z ,

x ;

)一犷。3

(云)劣玺+ 2犷
2 3

(派)劣
3戈2

+ 2 犷 , 3

(乙)x
3 x ;

+ 厂2 2 (Z)劣要+ 2犷
, :

(忑)劣
: % : + 犷

, : (云)义受

显然其系数行列式是

忑) F
Za

(云) 犷、,

(云)

厂
2 : (若)

F , 2 (忍)

犷; : (派)

犷
, , (忍)

‘

、户
.

声、
一J奋一J公

产、了、‘夕、犷犷犷

其主子行列式是

厂3。(正) = 一 a (云)一 c (考)一b(云)e (若)> 0

犷s :

(云) 厂2 3

(云)

犷
: 3 (忑) 犷2 2 (恶)

犷
s 。(派) F

: s
(云) 犷 , 3

(忑)

犷
: 3

(Z) 犷
2 : (云) 犷

, 2

(云)

犷
: 。(云) 犷

; 2 (Z) V z : (Z)

{

)_ 了一
c (a乙c 一 c艺)[ (

{一飞 + (b + 1 )
么

(b
‘

{

a + 擎)
“

‘乎
么

少犷太1少士
、 .

。 , ,

飞i < 。

十犷十 1 ) 十 a 一
吸o

一

十 ‘一 少十梦 J , ! ‘“

根据塞尔维斯特定理
〔“’,

可知U (派; % 。,
二 : ,

二 :

)不是恒正型
·

同理
,
一U (悉; , 3 ,

劣 2 ,
二 , ) 的系数行列式是

i 一犷
3 3

(云)

{
一犷

2 3

“’

! 一 厂 , 。(亡)

一犷
: 3

(云)

一犷
: 2

(活)

一厂
, 2

(云)

一犷: s(云)
、

一犷
1 2

(若)

一犷
, 1(派)

其主子行列式是

一犷
3 3

(云)< 0

一犷
3 3

(云)

一厂
2 3

(云)

一犷
。3
(恋)

一 F
: :
(活)

一犷1 3 (忑)

一犷2 3

(z ) 1

一犷2 2 (‘) }
= (一 1 )

么

一犷
2 3

(忑) 一 V
, 3

(云)

一犷
: :

(恋) 一 犷
, :

(忑)

一犷 , 2
(云) 一 犷

, 1
(子)

犷3 3

(云) 犷: 3 (云)

犷 : 。(云) 犷2 2

(云)

{ V
3 3

(居)

}一定值、

{

犷
: 3
(派)

一‘一 ‘’
3

{
犷

2 3

“’

}犷
1 3 (名)

犷
2 :

(

犷 l : (

犷
1““’{

犷 , 2“’}>
0

犷 , , (云) }

、产、夕、J心工J公

所以 一U (云; 二。
,
二 : ,

二 , ) 也不是恒正型
二

故所以U (云; x 。,
x Z ,

二 1
)既不是恒正型也不是恒负型

·

又因为U (Z ; 二3 ,
x Z ,

x ,
) 的系数行列式不等于零

,

所 以二次 型 U (Z ; 义 3 ,
, 2 , x ,

) 是满秩的
,

于是它可以经实满秩线性变换化为标准形式
〔“’:

U (忑; 劣 3 ,
x Z ,

劣 ,

) ~ A : , 受+ A Z夕孟+ A s, 至

其中A ‘斗0 (‘一 1
,

2
,

3 )
。

由于U (若; , 3 ,
二 : ,

二1
)不是恒正型

,

所以A
, ,

月
: ,

A
3

中至少有一个为负
,

而 U (舔; 二 : ,
劣 : ,

荡 : )

又不是恒负型
,

所以A
, ,

A
Z ,

A
。

中至少有 一

厂 (Z; 戈 , ,
戈 : , % 3

)一U (云; x 。 , % 2 , % ,
)

的 t( t》 t。)值时
,

可以取正的值

,

由此可见
,

个为正
,

故所以U (忑; % 3 ,

孙
二 ,

)是不定型
.

又因

函数 犷(t ; 戈 , , 二。 ,
、3

) 在任意小 的 x .
值和任意大
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根据条件 1 容易证明犷(t ;二 , ,
x Z ,

戈 :

)具有无穷小上界
.

现在再考察 d犷/ dt
,

类似于定理 1 有

d 犷
签

~

> 2 △(t )(x 孟+ 心十二聋)一勺△(t )(二孟+ 戈孟十二
口 ‘

二 (2 一 。)△(t) (x 盆+ 二孟+ 二孟)> (2一。)占户
3
d。(占3一 d : ) (占; + 占

。

) (占。一氏) (x 全+ x 孟+ x 宝)

所以 d犷/ dt 是正定的
.

根据非定常运动的李雅普诺夫不稳定定理
〔“’,

可知方程(1
.

1) 的零解不稳定
.

定理 3 对于方程 (1
.

1 )设

1. a( t)
,

b( t)
,

c( t) 在 t0 《 t< 十 。上可微有界 (其中t0 足够大 ) 即存在一个正常数M >

O
,

使得

{
a (t) 1《M

,

{b(t ) 1喊M
,

}
c (t ) }《M

2
.

特征方程 (1
.

3 )的根几: (t)
,

几: (t)
,
几3 (t)满足

一d
Z

< 几1 (t )< 一 d
, ,

占3 < 又2 (t)( 几
:

(t)

其中 占‘ (s一 r , 2
,

3 )是与 t无关的正常数
,

且。< 占
, < 占: < 占

3 ;

3
.

a (t ) + c (t) + b (t)c (才)> o 对所有的 t》t。都成立 多

4
.

m a x

to‘ t < + 的
{

d a (t)

d t

d b (t)

d t 1
,

l绍夕l卜
·

其中

二二 :

田 In

t0 ‘t < + co
{

刀!A (t ) !
1 8M

2 + 1 0M + 1

,
、

乳箫;}
刀是一个常数

,

且O< 叮< 2
,

则方程(1
.

1) 的零解不稳定
.

证 由条件2 ,

有

兄; (t )几: (t )元
3

(t)一一 眯
:

(t) 1眯
2

(t ) 1口
3

(t) }< 一占户
3
占

3
= 一占户孟< o

几, (t) + 几
2

(t )> 一 d
:
+ d

。

> 0
,

几
2

(t) + 几
3

(t)> 2己
3

> o ,

几
:

(才) + 久3 (才)> 一己: + 占3> 0

所以

△(t) - 一 l元
, (t)只

2

(t)兄
。

(t) 11几
: (t) + 元

2

(t ) l,几
2 (t) + 几。(t) fl几

。

(t) + 几t (*) !

< 一占1占g(占
3
一占: ) (2 d 3 )(d

3
一 d

Z

) = 一 Zd , d尝(d
3
一占: )

“

< 0

一 e (t )一几; (*)几: (*)几s (t)< 一占
,
乙蛋< 0

应用巴尔巴欣公式
‘“’,

取

厂 (t ; x , ,
x : ,

x 3 )= 厂: : (t)劣圣+ 2 厂: : (t)劣 :x :
+ 2犷

: 3

(t)x : x s

+ 犷2 2 (* )x 委+ 2犷
2 : (t )戈 2% 3 + 犷3 3 (才)%孟

其中

犷
卫;

(t )= 一 a b
Z
一 a Z c + bc 一 a e Z

一 c s ,

厂
, 。(t )= 一a Z

b一 c 么一bc 么 ,

犷
: 3 (t) - 一 a b + c

厂
: 2

(t )- 一 a 3
一 e一 a Ze 一 bc 一 b

Z c 一 a c Z ,

犷 : 3 (t )二 一 a 名
一 a e 一 c Z ,

犷
3 3

(t)二 一卜
c 一bc

这里
a ,

b
, c 均为 t 的实函数

。

根据条件 1 容易证明犷(f ; 劣 , ,

儿
, 二3

)具有无穷小上界
.

类似于定理 2 可以证 明函数厂(t ; x : ,
x : ,

x 3

)在任意小的戈‘值和任意大的 t (t ) t。)值时
,

可

以取负的值
.

再考察 d厂/ dt
:
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誓
一。

; :

(, )二 : + 2。
: 2 (, ) x ; 丫2

+ 2 0
1 3

(, )二
1二 3 + 。

2 2

(, )二 : + 2 0
2 3

(, )二
2 二 3

+ 。
3 3

(, )X :

+ 2八(t) (劣全+ 戈委+ x 妾)

( 2 △(t)(x f+ x 圣+ x 璧) + [ }夕
1 ,

(t ) }x 孟+ l夕
: 2

(t) }(x f+ , 孟) + I夕
; 3

(t) {(x 全+ , 盖)

+ }夕
2 2

(t) l二 ; + I亡
: 3

(t ) I(二 ; + 戈互) + I亡
3 3

(t) l二二]

= 2△(t)(x ; + x 孟+ x 璧) + 〔( }夕
; :

(t) }+ }夕
, 2

(t) }+ }夕
, 3

(t) })x {

+ (I夕
, 2

(t) }+ !夕
2 2 (t) }+ l亡

2 3
(t) l)二 ; + (I夕

, ,

(t ) I+ l夕
: 。

(t) l+ I夕
3 3
(t) l)二互〕

‘2△(t )(男{+ 二璧+ x 盆) + : 仁(2 }
a
}

2 + }b }
“
+ 5 }

c
}
“
+ 4 !

a
}}b }+ 4 }

a
}}

c
}

+ 2 lb , I
c
! + .

a
l+ Z lb }干3 }

e
l+ z )二 {+ (5 !

a
l

Z
+ Ib l

“
+ Z l

e
I
Z
+ 2 }

a
日b l

+ 4 }b日
c
} + 4 J

a
日
。
}+ 3 ,

a
卜+ }b ! + 6 !

c
}+ l)二毖+ (4 }

a
}+ 2 !b J+ 4 ,

c
J+ 3 )x ;〕

《 ZA (t) (x 受+ x 委+ x 爹)+ e〔(1 8M
2
+ 1 0M + 1 )二受+ (lsM

Z

+ 1 0M + 1 ) x 孟+ (1 0M + 3 )%至〕

( 2 △(t )(x {十对 + 对 )十 【刀}△(t ) }对 + 叮}△(t ) }对 + 刀}A (t ) }对 ]

= (2 一刀) A (t) (x 全+ 二璧+ x 且) < 一2 (2 一刀)占
,
占璧(占

3
一占

2

)
2

(x ; + x 孟+ x 二)

所 以d犷/ dt 是负定的
.

应用非定常运动的李雅普诺夫不稳定定理
〔“’,

可知方程 (1
.

1) 的零解不稳定
.

附注 在定理 3 中
,

如果条件 1
、

3
、

4为真
,

用特征方程(1
,

3 )的根久
:
(t)

,

几2 (t)
,

几, (t )满足下列条件之

一者来代替条件2 :

1 ) d 、< 几: (君)《几3 (才)< d : ,

汽: (才)< 一舀3

其中各
‘
(i= 1

,

2
,

3)是与 t无关的正常数
,

且。< 山< 氏< 氏
,

或

2 ) 泥
:
(‘)< 一‘

,

孟:
(t)= 夕(‘)+ q (‘)‘

,

义3
(f)笋户(才)一口(t)‘

,

且

P (t )> 占共
,

}g (t)}> 占三

其中 J二(i= 1
,

2
,

3)是与 ‘无关的正常数
.

则类似于定理 3 的证明方法可 以证明方程(1
.

1) 的零解不稳定
.

四
、

特征方程有一个具有正实部的根

定理 4 在方程 (1
.

1) 中设

1
.

。(t )
,

b( t)
, 。(t )在 t0成t< 十。上可微有界 (其中 t。 足够大) 即 存 在一个正 常 数

M > 0
,

使得

}
a (t) }《M

,

lb (t) }《M
,

}c (t) 1( M

2
.

特征方程 (1
.

3 )的根几
: (t) : 几2 (t)

,

几3 (t )满足
:

一占2 < 几
3

(t)< 一占: ,

占
3

< 久; (t )< 占‘
,

几: (t)< 一占
。

其中占‘ (‘= i
,

2
,

3
,

4
,

5 )是与 t 无关的正常数
,

且。< 占
;

< d
:

< 占
3

< 占
‘

< 占
。 ;

3
.

a (t) + c (t) + b (t)c (t)> 0
,

对所有的t》 t。都成立 ,

4
.

m a x

t。‘t < + oo

d a (t )

d t

d b(t)

d t

,

[繁 1卜
r....L

rz.‘

其中

二二二 幻以In

t‘t < + oo

了
_ _

川鲜红 }
_

创丛些」工
1 1 8M

Z
+ 1 0M + 1

’

1 0M + 3 J

专是一个常数
,

且O< 刀< 2
,
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则方程(1
.

1) 的零解不稳定
。

证 由条件 2 ,

有

几
,

(t)之
:

(t )几
。

(t)一 }几
,

(t川几
2

(t川只
3

(t) }) 乃
。
J

o
d

l
= 占

l
d
。
占
。

> o
·

兄
,

(t) + 久: (t)< d‘一合
。

< 0 ,

几
:

(t ) + 几
3

(t)< 一咨
。
一占

,

< 0 ,

兄
3

(t) + 几
:

(t)> 一占
:
+ J

。

> o

所以

八(t )~ }几
l

(t)几
2

(t)几
3

(t川几
;
(t) + 几

:

(才川 几
2

(t) + 又
。

(t川 几
。

(t) + 几
,

(t) }

> 占
;
d s占

。

(占
。
一占,’) (占

。
+ 占; )(占: 一占

2

)> o

一 c (t)二又: (才)几: (t)几3 (t)) 占: d s6 。) 0

根据巴尔巴欣公式
「么’,

取

犷(t ; 劣 、,
戈 2 ,

戈3

) = F
, 、(t )x 圣+ 2犷

: 2 (t )犬lx :
+ 2 犷、3 (t) x l二 3

+ 厂
: 2

(t), 麦+ 2犷
2 :

(t) x Z戈 :
+ 犷

3 3

(t )x 互

其中

厂
; ,
(t )
一

ab
,
一 a Zc + bc 一 a c Z

一 c 3 ,

犷
: :

(t)
一

a 艺b一 c ,
一 bc Z ,

厂
, 3
(t )气一

a b + c

V
Z :
(t)二 一 a 3

一 c 一 a Z c 一bc一 b
Zc 一 a c Z ,

犷
2 3

(t )~ 一 a Z
一 a c一 c 么 ,

V
。:

(t)= 一 a 一 c 一 bc

这里
a ,

b
, c
均为 t 的实函数

.

根据条件 1 容易证明犷(t ; 二 : , x Z , x :

)具有无穷小上界
.

类似于定理 2 可以证明函数犷(t ; x : , x : , 二 : )在任意小的 x ‘值和任意大的t (t 》 t。)值时
,

可以取正的值
。

再考察d犷/ dt
,

类似于定理 1 有

叮
一

) 2△(, )(二: + 二: + 二; )一 [。l△(, ) I二: + , 一△(, ) l二 ; + 。I△(, ) r二 ;〕

U ‘

= (2 一 , )A (t)(x 奎+ 二孟+ x 亏)> (2 一刀)d ,舀
:
d
。

(d。一人)(占
。

+ 己, )(6
。
一占

2

)(戈受+ x 互+ 戈手)

所以d犷/ dt 是正定的
。

根据非定常运动的李稚普诺夫不稳定定理
〔“’,

可知方程 (1
.

1) 的零解不稳定
.

定理 5 在 方程 (1
.

1 )中设

1
.

a( t)
,

b(t)
,

c( t) 在 t0 ( t< + ‘上可微有界 (其中 t。 足够大) 即 存 在一个 正 常 数

M> O
,

使得

}a (t) !( M
,

lb(t) }( M
,

】
c (t) 1《M

2
.

特征 方程 (1
.

3 )的根几
: (t)

,

久
2

(t )
,

几
3

(t) 满足

d ; < 又, (t)< d
: ,

几
2
(t)《几

s

(t)< 一 d
3

其中 占‘ (i 一 1
,

2
,

3) 是与 t 无关的正常数
,

且。< d , < 氏< 占
3 ;

3
.

a (t) + c (t )+ b (t)e (t)< o 对所有的 t》t。都成立 ;

应用勿学赵

‘
·

,

黯
,

{}
一

臀
一

日架
d c (t)
d t }

< 。

其中

二二 IU ! n

t0 ( t < 十OO
{

刀}△(t) 1
1 8M

z
+ 1 0M + 1

叹睦世 }
_

飞
1 0M + 3 j

刀是一个常数
,

且。< 刀< 2
,

则方程(1
.

1) 的零解不稳定
。
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证 由条件 2
,

有

之
、

,

(t )只
。

(t )兄
3
(t )二 }几

,
(t川 久

。

(t川 义
。

(才) 1> 咨
l
占

3
占

,
= 占

,
占考> o

几
1
(r)+ 之

2
(t)< 占

2
一占

3

< o
,

只
2
(t )

一

十兄
3
(t )( 一 2占

:

< o
,

兄
3
(t)

一

十兄
,
(t)< 一占

。 + 占
:

< o

所以

A (t)= 一 !之
: (t )之

2

(t)之
3

(t) 1}之
; (t ) + 汽

2
(t) }!之

2

(t) + 通
3
(t )日汪

3

(t) + 兄
:
(t) }

< 一J
,
占圣(占

3
一占

2

)(2咨‘)(占
3
一J

Z
)二一 2占

:
占重(占

3
一占

2
)
“

< 0

一 c (t )= 兄: (t)兄
2
(t )兄

3

(t)> J
,
占孟> 0

根据巴尔巴欣公式
〔“’,

取

犷(t ; 戈 : , x Z , 劣3
)二厂

, ,

(t)戈 : + 2 厂
1。

(t )x
; 劣2

+ 2厂
; 3

(t)x ,戈 3

+ 1/
2 2

(t )x ; + 2 V 2 3

(t) x Z劣3
+ 厂

3 3

(t)劣 ;

其中

犷
, :

(t )= 一 ab
Z
一 a Z e + be 一 a c Z

一 c 3 ,

犷
, 2

(t)二一 a Zb 一 c Z
一bc

么,

厂
, 3

(t)二 一 a b + e

厂
2 :
(t)== 一 a 3

一 c 一a Ze 一 bc 一b
Zc 一 a c Z ,

厂
2 3
(t)二一 a Z

一 a e 一 c Z ,

厂 , 3
(t )二 一 a 一 c 一bc

这里 a ,

b
, c
均为 t 的实函数

。

根据条件 l 容易证明犷(t ; 二 , ,
二2 ,

二3

)具有无穷小上界
.

类似于定理 2 可以证明函数犷(f : x , ,
二: ,

二3
)在任意小的x ‘

值和任意大 的 t (t ) t。)值时
,

可

以取负的值
。

再考察d犷/ dt
,

类似于定理 3 有

备
、2△(, )(二 : + x : + !

洲
。.△(, ) !二 : + : . A (才) }X ; + 。}A (‘) }二: :

= 2八(t)(对 十式 十对 ) + 〔一 △(f )斤(x 圣+ 劣 ; 十心 )」

= (2 一冲)△(t )(二l+ 二委+ 二璧)< 一 2(2 一 , )占
;
d 璧(占

。
一占

:

)
“

(二l+ 二圣+ 二盆)

所以 d厂/ dt 是负定的
。

根据非定常运动的李雅普诺夫不稳定定理
‘“’,

可知方程 (1
.

1) 的零解不稳定
.

附注 在定理 5中
,

如果条件 1
、

3
、

4为真
, _

且用特征方程(1
.

3 )的根 几:
(t)

,

几z(t)
,

几
s
(才)满足下列条件

之一者来代替条件2 :

1 ) 一占
z

< 几
2

(f )《久3(t)< 一 d i ,

占,< 几1 (才)

其中占
:
(玄二 1

, ,

2
,

3 )是与t无关的正常数
,

且o< 占、< 占
:

< 占
s ,

或

2 ) 几
1
(t )> 占;

,

几
2
(矛)= P(t)+ g (宕)‘

,

几3 (才), P(考)一 g (t)‘

且 P(t)< 一鲜
,

lq (才) !> 占二

其中占
:
(i二 1

,

2
,

3 )是与才无关的正常数
.

则类似于定理5的证明方法可以证明方程 (至
.

1=) 的零解不稳定
.

五
、

例

例 1 考察方程

; 一 8 * +

(
2 。+ s

留
’‘

)
* 一

(
1 6 + 4笋

沪)
二一“

(5
.

1 )

的零解的稳定性
。

容易证明方程(5
.

1) 的特征方程是
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,
,
一 8 ,

,
+ ( 2。+擎、

, 一 ( 16 + 4
军

‘

\ 于一 / 、 不一

它的特征根是

“
1
( ‘)一 4 ,

“2 ( , ) 一 2 + 多梦“
,

“
3
(才) 一2 一 s

梦
‘

下面验证方程( 5
.

1) 满足定理 1 的条件

1
.

方程 (5
.

1) 的系数

a ( t ) = 一 8 ,

b( t ) 二2 0 +
s i n

Zt

t2

· ( , )
一(

1 6 + 4 5

;犷
‘

)
在 8《 t< 十二上可微有界

,

且

}
a ( t ) }簇2 1

,

}b ( t ) !( 2 1 ,

}
c ( t ) }《 2 1

d a ( t )

d t

d b( t )

d t }
、
{
2 ’‘
号:

c o s‘

卜l沙丝I
簇
葬
簇
il6

,

d e ( t )

d t {
、
;

2
.

R e (几‘( t ) )》2 ( i = l
,

2
,

3 )

。

。练{}弩
一

!
,

丫答
)
} 等

工
!卜

。ax {
。

,

壳
,

封
一

道
( 11 ) A ( t )留 a ( t )b ( t ) c ( t )一 c Z

( t )

一〔一 8〕
〔
2。+

s i n
Z t

t2 〕卜(
1 6 + 4

犷)〕
一

卜(
16 + 4旦

沪)」
’

2 3 0 4 + 6 4 。

曾
+ 1 6’

沪
> 2 3 0 4

( 111) e 二 m i n
8“ 《+ 。。{

粉睦( t习
_

1 8M
2
+ 1 0M + 1

冲}A ( t ) }
1 0M + 3 }

二二二 刃以i n

3 ‘ 弓《+ 。O{
}A ( t ) }
8 1 4 9

睦兰红 飞
2 1 3 )

(其中刀二 1
,

M二2 1 )

i一4>二二 幻口I n
8 ‘心 ( + (心

l

黯
》

黯
从而可知

己哎
丫LrJ

幻以a X

8“ < + ( K ,

d a ( t )

d t
丁旦6卿
, d t

d c ( t )

dt

�...
..

了J、‘
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