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摘 要

本文研究一端带有集中质觉并支以弹簧另一端作支承运动的杆的纵向振动
.

由于这个问 题 的

边界条件比 较 复杂
,

且要考虑阻尼
,

因此本文只求稳态周期解
.

首先分析线性系统
;

然后考虑材

料非浅性
,

用摄动法求 共 有非线性边界条件的非线性方程的近似解析解
.

一端带有集 中质 },全并支以弹簧另一端作支承运动的杆的纵 向有阻尼振动问题
,

由于它的

边界条件比较复杂
,

且要考虑阻尼
,

因此即使就是线性系统
,

求解也比较麻烦
.

我们考虑文

承运动 为多项谐波激励
,

且假设杆是细长均匀的
、

首先分析线性系统
,

求杆纵向振动的稳态

周期解 ; 然后考虑材料非线性
,

它表现为应力是应变的非线性函数
,

用摄动法求其近似解析

解
,

具体作法是
:

将 解进行摄动展开后用谐波平衡来分离变量
,

通过求解空间问题的常微分

方尸
l冬组来得到 各阶摄功力 汉的解

.

符号说明

“(二
,

t)
:

杆二截面的位移

以 t)
:

支承端位移

D
: :

内阻尼系数

。 :

杆端集中质认

p
:

杆密度

左
:

弹簧刚度

刀
2 :

外阻尼系数

l
:

杆长度

E
:

弹性模员

月
:

杆截面积

线 性 系 统 分 析

考虑皿力是应变的线性函数时
,

图 1 所小的一端带有集 中质量并支以弹簧另一端作支承

运动的杆的纵向振动方程为
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图 1 杆振动模型 其中
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考虑支承运动为周期函数
,

按正弦级数展开
,

它的前
n
项为

; (t) = s 。 + 乙
: , sin jo t (1

.
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设式 (1
.

3) 的周期解为

。(x
,

t) = f(二) + 乙 [ g , (二 )e o s jo t + h, (, )s in jo t〕
j . 1
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.
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将式 (1
.
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.
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,

利用谐波平衡
,
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.

7 )

a Z夕了(x )一拼
,

jo h了(x ) + j
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且式 (1
.

1 0) 中的常数刀 , ,

B ,
有如下关系
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将式 (1
.

16 )代入式 (1
.

15 )
,

则方程 (1
.

1) 的解为
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.
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二
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非 线 性 系 统 分 析

如果考虑应力是应变的非线性函数
, 一 般来说
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此时
,

杆的运动微分方程为

p 、
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,
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我们考虑弱非线性情况
,

用摄动法来解方程 (2
.

2)
.

首先将式 (2
.

2)
,

(2
.
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,

设
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.

4 )代入式 ( 2
,

2 ) ,

后的形式为
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边界条件
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.
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,
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号
,
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,
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.
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,

(2
.

3) 无量纲化

二 一 ZE I
au 口Z u

。% 。尹 十阴
口3 u

a工 2 口t

a“
+ 召‘口t ( 2

.

5 )

u ( O
,

t ) = s 。 + 乙
s , 5 i n jo t

( 2
.

6 )

日u ( 1
,

t )

a劣

口u ( 1
,

t )
口工

〕一
。 * : “

、
: , ) 一、、 ( 1

,

, )

{E+
刁‘�

一

!
IL

设式 ( 2
.

5) 的解为
“ ( %

,

t ) 二 u 。( x
,

t ) + : 、; ( % ,

t ) 井
一 : 2“ : ( x

,

t )
一

于⋯

因为百
、 口u / d x ,

“、,

“: , 。
一

可以视为同一量级
,
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.
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。 ,
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.
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.
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日“
n
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+ 扩拼
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口t

比较上式两边
￡ 的同次幂系数得
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设方程 (2
.

8) 的周期解为
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.
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.
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.

8 )
,

通过谐波平衡可得一组常微分方程
.

解这组方程
,

利用边界条件

式 (2
.

1 0 )
,

得
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〔。劣 斗
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,
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.
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.

将式 (2
.
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.
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+ d , ‘e o s (j一泣)。戈 + 亡, ‘sin (j+ ‘)。x + 叮, ‘s in (j一 i)。x 〕
·
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.
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.
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,
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杆 (或柱) 的纵向强迫振动在工程上是常见的
,

例如内燃机气门推杆的振动
,

建筑物基

础桩 的振动等等
,

都可以归结为本文提出的这类力学问题
.

我们把上面推导的结果
,

应用到研究内燃机气门推杆的振动问题上
,

获得了气门的运动

规律
,

其计算结果与实验结果接近
。

对于一端作支承运动
,

另一端或自由
,

或固定
,

或用弹簧支承
,

或带有集中质量的这类

杆 的纵向振动问题
,

都可 以用上述方法来求其稳态周期解
.
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