
应用数学和力学
,

第 9 卷第 9 期(1 9 8 8年 9 月

A PP lie d M a th e m a t ie s a n d M e e h a n i e s

应用数学和力学编委会编

爪 庆 出 版 社 出 版

离散变量的分级优化方法及其应用
’

夏德麟 周静芳

(华中工学院
,

19 8 6年 1 2月 4 日收到 )

摘 要

在工程优化设计中
,

绝大多数实际问题的设计变量往往限定取离散值
,

为了求得问题 的 真正

最优解
,

就必须采用离散变量的优化方法进行求解
.

本文根据离散变量数学规划的特性
,

提出了一

种分级优化搜索算法
.

这种方法的基本思想是在约束集合内
,

寻求一可行的离散初始点
,

然后在该

点的邻域内
,

进行分级寻优搜索
,

以求得一个改进的新离散点
,

随之
,

以该点作为初 始 点
,

重复

执行分级寻优搜索过程
,

直至求得问题的最优解
.

通过对工程实例的计算
,

证明本文所提出的新方法具有快速
、

简便的特点
,

能有效 地应用各

种工程优化设计问题
。

一
、

引 言

工程优化设计的离散变量优化方法是数学规划中一个较难的课题
,

目前的研究还很不成

熟
.

对于离散变量为整数值的整数规划方法
,

当前比较流行的有分枝限界法
、

切 平 面法和广

义罚函数法
.

这些方法由于要求解一系列非线性规划子问题
,

故其计算量都比较大
.

本文作者

曾提出一种分枝方向搜索法
〔“, 4 ’,

这种方法虽然能有效地减少计算量
,

但是该法与上述方 法

一样
,

也不适于求解非整数型的离散变量优化问题
.

为此
,

本文试图根据直 接 搜索法原理
,

提出一种通用的离散变量分级优化方法
。

二
、

问题的描述与基本定义

通常
,

i
幻口I n

约束非线性离散变量优化问题可以表示为
:

f(二 )
, 二〔R

.

5
.

to : g ‘(戈)( 0 (i== 1
,

2
,

⋯
, m )

(2
.

1 )
工〔S

,

S = 〔S
, ,

5
2 ,

⋯
,

S
,

] ,

, > 0

式中R
”

是 ”
维离散向量的集合

,

S 为给定各个设计变量元素的集合
,

其子集 S , (]’ = 1
,

2
,

⋯
,

”)为一向量
,

它们的维数可以不同
,

并规定向量元素由小至大排列
,

而了(劝 是非线性离散实

,

李颧推荐
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值函数
,

g 。
(劝 为问题的约束条件

,

它们是非线性实值函数
.

刘于这种离散变量的优化设计问题
,

就是要在所给定的设计变量集合 S 中
,

寻求一 向量

二
,

使其既满足约束条件
,

又要使目标函数值达到最小
.

显然
,

这类优化设计问题与连续变量

优化设计问题有着本质上的区别
,

这不仅表现在它的可行解集合是有限的
,

而且在优化问题

的基本定义和收敛准则上
,

也有着很大差异
.

基于上述原因
,

这类问题是不能用连续变量的

优化方法进行求解的
.

因此
,

研究离散变量的优化技术是很必要的
.

为了便于问题的讨论
,

首

先给出离散变量优化问题的某些基本定义与收敛准则
.

1
.

离散点与可行离散点

如果点 二 是以 ”维离散空间中的网格节点来定义
,

则点 二 称为离散点
,

如果该离散点满

足所有约束条件 (即g ‘
(x) ( O , ‘= 1

,

2
,

⋯
,

m )
,

那么这种点称为可行离散点
.

显然
,

离散变量

优化问题的目标函数值
,

只能在这些可行离散点上取值
.

2
.

可行域

在 。
维离散空间中

,

所有可行离散点所组成的

集合
,

称为约束离散化问题的可行域
,

显然它是一

种有限集合
.

3
.

可行离散点的邻域

约束离散变量优化问题的可行离散 点 x .

的邻

域
,

是以相邻两离散点之间之最短距离 (即 八x , =

(戈‘
+ ,

) , 一 (二一
,
)办所生成的区域来表示 (对于二维

问题而言
,

就是如图 1 所示的十字带域 )
.

由于约束

条件的限制
,

在该区域上的离散点
,

有可行的和不

可行的两类
.

因此
,

在寻优过程中
,

只需要在该区域

中的可行子域口中
,

寻求一个最佳的离散点
。

/////////// 习习习

井井井井井井井 \\\
/////

赤赤永永尽
一一

橄橄访访
《《《对对决决\\\\

令扮扮丫丫\\\\\\\\\ \\\\\\\

厂厂厂厂价价价
///

一

///
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图 1 新点的可行域

4
.

寻优收敛准则

采用分级搜索方法
,

在离散点 二‘的可行邻域口中寻优时
,

若再也找不到一个离散点 x ,

使得f(劝 < f(二
‘)

,

则该离散点劣 , 即为问题的局部最优解
,

于是即结束问题的寻优工作
。

本文所提出的分级搜索方法
,

是假定在两相邻离散点区间
,

目标函数是单调的
,

并将每

一搜索过程分为三级进行
.

其中
,

第一级 (称为主轴方向寻优 ) 是以 二 :
为起始点

,

沿着平行

于坐标轴的直线 (其方向由一 V f (二
‘)所对应的分量方向来确定 )搜索

,

以求得该方向的最佳

解
,

然后以该点作为新的初始点
,

重新进行分级搜索 , 当找不到这种最优解时
,

则转入第二

级 (称为顶点寻优) 搜索
,

即在离散点二‘的相邻格子点集合寻优
,

若能找到一个改进 的点
,

则以该点作为新的初始点
,

重新进行分级搜索
;
反之

,

转入第三级搜索 (即在可行邻域口的

边界上寻优 )
,

此时是分别以
.

上述格子点为起始点
,

沿着平行坐标轴的各直线进行搜索 (其

方向由各格子点的方位来确定 )
,

若能求得一个改进的点
,

则以该点为新的初始点
,

再进行

分级搜索 , 反之
,

则结束问题的寻优搜索
,

此时的初始点即为问题的局部最优解
.
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三
、

算 法 的 基 本 原 理

与一般的直接搜索算法类似
,

本文所提出的分级搜索算法
,

首先亦需要选取一个可行初

始离散点 x , ,

然后按照下述迭代格式
:

戈二
= % ‘0 + 几D (3

.

1 )

在可行域内进行寻优
.

但是在分级搜索算法的每一迭代过程中
,

各级的初始点与搜索方向的

选取是不同的
.

一旦初始点与下降搜素方向确定后
,

则可采用离散变量的一维搜索技术来确

定该方向的可行最优解
.

下面分别对离散变量可行初始点的确定方法
,

分级搜索技术与一维

搜索方法等
.

问题进行说明
.

1
.

可行初始离散点的确定方法

如前所述
,

分级搜索算法需要从一个可行初始离散点开始进行搜索
,

但是对于较复杂的

工程实际问题
,

用户一般难于及时给定
,

故一般可任意给定一非可行点x 。,

然后通过计算方

法来确定一个可行离散初始点
,

现说明本文的方法如下
.

、.,‘.、
户

‘J...

、�尹
n

假定对于问题 ( 2
.

1 )
,

给定比占使得约束 g , (川 ) ( o (;’ = 1
,

,

⋯
, 阴 )

,

则可通过

m i n G (“ ) = 乙 ( g 。(“ ) + “)
2

( 0 < “( 1 )

自

5
.

t o : g j (劣) ( 0 ( j== 1
,

2
,

⋯
, 阴 )

g : (劣) 二一 x ‘( 0 ( l= 1
,

2
,

⋯
,

⋯
,

m , ) , 夕。 (戈二) > 0 (k = m ,
+

( 3
.

2 )

求得一个满足约束的点戈。 ,

然后在集合 S 中离散化
,

从而求得可行初始离散点
.

问题 ( 3
.

2) 的

迭代搜索公式是
; x 。

二川 十几d进行
,

其中搜索方向为
:

d 二 丫{一
、

下 V g 扁

决 (火。)
( x 。) ; v瓜‘二乃v夕。 ( 戈

。) (壳= m , ,

⋯
, 阴 ) ( 3

.

3 )

式中 亏玩 (儿 ) = v决 ( x 。

) / Iv外 (‘。) 卜 当按上述迭代公式在 d 方 向进行一维搜索时
,

是以

步长增量△几
,

来确定新点戈
, ,

并检查约束 功 (x) ( 0
,

, (幼 二一为( 0
,

若其中有一个违反
,

则重新形 成 G ( x) 与 g , (幼
,

继续对新的规划问题 ( 3
.

2) 求解
,

直至获得满足原问题所有约束

的二
。

点为止
.

最后
,

在集合 S 中离散化
,

即可求得一个可行初始离散点
.

2
.

分级搜索方法

分级搜索方法的基本思想如前节所述
,

‘

现在来具体说明在每级搜索过程中
,

初始点与搜

索方向的确定方法
.

对于第一级搜索初始点取迭代开始 时
,

所确定的可行离散点 邓
,

而可能

的下降搜索方向为
:

D ; = 〔s i g n (一 V f
:
(戈吕) )

,
0

,

o
,

⋯
, o」, ,

D 么= 〔o
, s ig n ( 一 V f : (二吕) )

,
o

,

⋯
,

o」少
,

D ,
二 [ 0

, 0 ,
·

一
, s i g n ( 一 V f

。

(二二) )〕r 。

式中V f‘(x 。) (‘= 1
,

2
,

⋯
,

的为目标函数在点x 。

处的梯度的第 i 个分量
.

显然
,

这些搜索方向
,

皆为单位向量
,

在寻优过程中
,

通常取其最速下降方向 D ,

即
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D = D ‘
Im in {刀蔚}vf(二罗)《0

,

(‘== i , 2 ,

⋯
, n ) (3

.

4 )

作为该级的搜索方向
,

并按迭代公式 ‘。
= 此 + 只D 用离散量的一维搜索算法求取该方向的可

行最优点
,

并以该点作为新的初始点再进行分级搜索
,

若该可行最优点不存在
,

则转入第二

个最速下降方向搜索寻优
; 若上述

。
个马 方向都找不到可行最优点

,

则转入第二级搜索
.

第二级搜索是在可行初始离散
J

枷吕的相邻节点集合寻优
.

这种节点共有3
”

一 (2n + 1) 个
,

但是在寻优过程中
,

只需要在函数下降的区域内对这种点进行比较
.

现在的问题是如何 确 定

这些节点的位置
.

本文的方法是对每一个所给定的设计变量子集 S ,
中 的 分 量 (从小到大排

序)
,

按其自然序号来指定它
,

而相邻节点的序号与可行初始离散点的序号仅差一个正一 (或

负一)
,

故这些相邻节点的序号向量与坐标位置
,

可由初始点求得
.

若令第 ‘个节 点 的序号

向量为D
, ‘
则 由

{D
,

}, V f (二三) < 0 (‘= 1 , 2 ⋯
,

3 “一 (Zn + 1 ))

可以确定第 ‘个节点是否为一个较好的改进点
,

从这些改进点选取函数值最小
,

并且满足约

束条件的点作为第二级搜索的最优点 , 并以它作为新的初始点重新进行分级搜索
; 若这种最

优点不存在
,

则转入第三级搜索
.

对于第三级搜索是分别以可行初始离散点二
。

的相邻节点二‘作为初始点
,

而搜索方向是在

每个相邻节点序号向量的分量向量
:

{D
, :

}‘== [d
, , , 0 , o ,

⋯
, o」全

诬D , 2 }‘= 〔o
,
d , 2 ,

o
,

⋯
, o〕,

{D , ,

}‘= 〔0
, o ,

⋯
,

d
, 。

〕r (i = 1 , 2 ,

⋯
, 3 ,

一 (Zn + 1 ) )

中选取
.

显然对于每一个相邻节点 , ‘,

这种方 向共有
。
个

,

但是这种方向并不都是可行的
.

我

们的任务就是要确定这些可行方向
,

并在其中选择一个最速下降方向
.

由 于 相邻节点可能是

可行点或者非可行点 (不满足约束的离散点)
,

因此
,

对于可行相邻节点的下降搜索方向由

下述不等式
:

{D , , }万V f(劣
。)< o (i= i ,

2
,

⋯
,

3
”
一 (Zn + 1 ) ;

j= 1
, 2 ,

⋯
, n )

确定
; 当x ‘为非可行点时

,

其下降搜索方向
,

由下列不等式

{
V 夕百(二

‘)
·

{D , , }‘> o (寿= z , 2 ,

⋯
, m Z

)

V f
? (戈。){二‘+ 还{D , , }‘一二。}< 0

(3
.

5 )

(i二 1 , 2 ,

⋯
, 3

n

一 (Zn + 1 )
,

j = 1 , 2 ,

⋯
, n )

来确定
.

其中 g 。

(二‘)为相邻节点价所不满足的约束
,

第三级搜索就是在这些下降搜索上寻优
,

若这种最优点能找到
,

就以该点作为新的初始点
,

重新进行分层搜索 , 反之迭代结束
,

那么

此 时的初始点即为问题的局部最优解
.

3
.

离散变量的一维搜索方法

对于离散变量的优化问题
,

由于设计变量是在所给变量集 合 S 中 取 值
,

故在一维搜索

时
,

需要采用离散变量的一维搜索方法
.

本文给出一种新的算法
,

是基于单峰函数 必 存在一

个最优点
,

而在该点的某 一邻域
,

其对应的函数曲线可以用一二次曲线来逼近
,

而该二次曲

线的极值点
,

即为一维搜索方问的最 优点
.

因此
,

问题归结为如何求得这个邻域中的三点
.

本

文 的方法是分为下述三个阶段进行
.

在第一阶段
,

首先选取一个初始步长
; 。和 若干个点x : ,
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凡
,

⋯⋯
,

介
,

使得x ‘“FI
S 。+ “ ,

并令二 ,
= “为区间的起始点

.

显然在第一次选迭代时
,

一般取
a = 0

,

而随后则取新区间的起始点
.

式中Fi 为Fi b o n
ac ci 数

。

当 劣二 的函数值大于初始点的函数

值时
,

则该区间的长度为一定值
,

即R ; = “
。
一 x ,

(如图 2 所示)
,

于是这些点的均方根值为
:

了
。
= f(戈

。)
十几‘..J

劣

·

乙问

现在可在该区间的
n 十 1点中取一点 B

,

使得其

函数值为最小
,

然后在 B 点两边各取一个相邻

点二
, ,

xa 使得x , < 二 , < xc
.

第二阶段
,

就是利用上述三点及其函数值

进行二次插值
,

求得其极小值二m
,
x m = 一 2 一 ‘b/a

凡 八

图2

J 小 潇月

一维搜索求步长

式中
:

_
(二。一二。)f(x , ) + (x 。一 x , )f (二

, ) + (二 , 一二, )f (二
。)

“ =

—
; 一一

一

—
一 二 石

—
~
一

~

一 枯几
———

‘
-

一一
- 一一 一

-

吸劣流一劣。八劣通一 劣a 少叹x a一 x c 声

b = 八些砂, f(yc )

劣B一劣口
一 (劣‘ + 戈刀)a

若f
, 一j( x m )< 。,

则搜索停止
.

反之
,

则在二 , , x , ,

翔
, x m 中取其函数值最小的三点

,

重新

进行二次插值
,

直到迭代计算满足所要求的精度为止
.

第三阶段用所求得一维搜索步长求新点戈 , ,

若该点满足约束条件
,

则在集合 S 中离散化
,

求得所需要的可行点
.

如果 x 。

不满足约束
,

则求该搜索方问与最不满足约束的交点 (其方法

同上
,

只是将函数值之绝对值最小的三点进行二次插值 )
,

然后离散化求得所需要的可行点
.

4
.

算法的计算流程

根据本文所提出的方法
,

可以编制如下计算流程 (见 8 44 页)
.

四
、

计 算 实 例

为了验证本文方法的正确性与有效性我们曾对各种工程实际问题进行试算
,

现给两个例

子如下
。

1
.

船舶舱 口盖的优化设计

某船的铝质箱形剖面盖如图 3 所示
,

材料的弹性模量E = 7 x 1 0 5
k g /

c m
“ ,

泊松比拼 = 0
.

3
,

试在所给定面板厚度集合S
,

与梁高度集合S : 中
,

选取板厚t了和梁高度h
,

使箱形梁的重量为

最小
,

并满足约束条件
:

( 1 )

( 2 )

( 3 )

( 4 )

( 5 )

假定
:

5 2 =

容许弯曲应力
; ‘ = 7 oo k g /

“ m
么;

容许剪应力
: 于= 4 5 0 k g /

。m
么;

容许挠度
:

占“ l/ 4 0伪

面积不失稳 ;

t , ,

h为所给定的离散值 (m m )
,

口口口口口口口口口口口口口口口

仁2
扛
一

一
域

卜一

一
一
州

图 3

久久 lll

打打
“一 ” ’J

阴阴

5
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0
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5
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5
,

6
.

0
,

6
.
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7
.
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输入变量与约束数
” ,

m
.

给定任一初始点砂

求l’6J 题的约束值g
:

(, 。
)

,

并排序为
: g

,

(
: 。
)簇0

,

(j“ 1
. ·

⋯川: )

口。(x
。
)> 0

,

(寿一二
, + 1

, ·

⋯ m )

求解 m in G (x )= 艺(g * (x ) +
:
)

5
.

to : 夕
,

(
二
)( 0

.

(j= 1
, ·

⋯明 ,
)

g ,
(x )= 一 % ,

( 0
.

(I= 1
. ·

⋯
n
)

土
将最优点冼离散化求得一可行初始离散点鸡

⋯犷写骂粉
B

_

⋯
N D = 0 ?

}A

以 戏 为起点进行第二级搜索
,

若成功则 1” N D 、
,

粉
、”玛

,

否则

0今N D i
.

N 刀
1= 0 ?

N B

一
—

—
—
一

一卜

以 x色为起点进行第三级搜索
,

若成功则 1 ”N D :
,

xd f
》

邓
: 否则

0”N D 2
.

B咔

一
N D : = 0 ?

输出最优解
x

色
,

f(
二
竺)



离散变量的分级优化方法及其应用

,

2 0 7
,

2 1 0
,

2 1 1
,

2 1 2
,

2 1 3
,

2 1 4
,

2 1 5
,

2 1 6
,

2 1 7
,

2 1 8
,

2 1 9

8 4 0

5
2
= [ 2 0 0

,

2 0 1
,

2 0 5
,

2 0 6 2 2 0〕r

对于该问题可用下述数学形式表示
:

m in f(二)二 i 2 0 0t , + 1 0h

5
.

‘。 : 。1一些杀1夕
‘ , , 一“
一

1、 。
,

。2
一 2 2 ,

犷
‘“‘, , 一“

一
1、 。

。。一 ‘旦
一

乏
一

‘“’ , , 一 ‘*
一 ‘一 1《 。

,

。‘一 4。、
一

1簇。
, , , 。S ; ,

ho s

J

现给出计算结果如下
:

表 2 当取劣。二 [ 3
,

2 1 9〕7

表 1

~ ~ 、~

迭代次数

取‘。= [ 3
,

2 1 5 1
’

.
‘

称} f(
二

夕)

, 色 f(
x

于)

迭代次数

土11 9 0
.

2 11 0

——
一一
—

一一 ~ 一一
-

一一
一 一 - 一一 一

—一
一

—
0 1

[ T
.

0 2 16
.

0 ]
’ 10 5 6 0

.

9 9 09

1 } [ 7
.

0
,

2 15
.

。〕
犷 10 65 0

.

0 0 06

, 夕

C7
.

5
,

2 1 9〕
丁

[7
.

0
,

2 1 9 ]
’

【T
.

0
,

2 15 ]
r

祠引

1 0 5 9 0
.

3 12 4

10 5 6 0
.

0 0 0 6

2
.

压缩弹簧的优化设计

设有一内燃机汽门用弹簧
,

其最大变形量几二1 6
.

59 (m m )
,

工作载荷F = 68 0N
,

工作频

率f
,

= 25 H z ,

最高工作温度 1 50 ℃
,

材料为50 Cr V A钢丝
,

要求寿命N 二 1护(循环工作次数)
.

弹簧结构要求满足
:

钢丝 的直径d
,

弹簧外径D
,

工作圈数
。(> 3) 需要在规定的集合 S ; ,

5
2 ,

S
。

中选取
,

使在满足约束条件下
,

弹簧的重量最小
.

根据上述要求
,

该问题的数学形式可描述为
:

m in f(, ) = 1
.

9 2 5 x 1 0 一。

(二
3
+ 1

.

8 ), : 二全

5
.

to : a ,

(二) = 一 4 0 4
.

9 + 3 5 0 3
.

9 6二。。
·
日e

/ 二
: “

·
吕”

《 0
, 夕2

(二) = 一二 :

/ , ; + 6簇。

夕。(戈)二
(戈

。
+ 1

.

3 )x
,

+ 1 8
.

2 5
-

一一
-一

-

一
- 一 -

一 一- - 一一
一

刁

劣2

.

3《0
, 9 4

(% ) = 2
.

5 一 x l

簇 0

g 。(劣)” 戈 ; 一 9
.

5簇 0
, g 。(戈) == 3 0 一% :

( 0

g ?

(二 )二戈一 6 0( 0
,

gs (二)二 3 7 5一 3
.

5 6 欠 1 0
“二 1

/ (二孟戈 )( 0

场 (二) == 3 一二s

( 0
,

g 工。(二) = 6 8 0 一 1 0 0 0 0 又 1 6
.

5 9二{/ x
。二弓簇 0

而给定设计变量集合分别为
:

S
,
= 〔2

.

5 ,

3
.

0
,

3
.

5 , 4
,

0
,

4
.

5
,

5
.

0
,

5
.

5 , 6
.

0 , 6
.

5
, 7

.

0
,

7
.

5
,

8
.

0
,

8
.

5 , 9
.

0
,

9
.

5
,

5 2 = 〔3 0
.

0
, 3 5

.

5
, 3 8

.

0
,

1 0
.

0

4 0
.

0 , 45
、

0
,

称 戈 d . f(x d o )

一
一

幻幻
一
幻

,几J.

。曰-八O
-月门

。tU了
�
IJ

L砚‘�

迭代次数

0

1

2

3

[了
.

0
,

4 5

[ 6
.

5
,

4 0

0
.

2 83 9

0 2 4 9 5

0
.

2 0 3 7

0
.

16 6 2

48
.

0
,

5 0
.

0
, 5 5

.

5 , 5 6
.

0 ,

5 8
.

5
,

6 0
.

0」T

S a
== 〔3

, 4 ,

5
,

6
,

7
,

s , 9〕
T

该问题的优化设计结果为 (给定优
。= 【6

.

0
,

4 8
.

0 , 6
.

0〕, )

最优解为
:

戈。 , = 〔6
.

5 , 4 0 , 3 」少 ( 。。
,

m m
,

圈数 )

f
。 ,

( 二
。 , )二 0

.

1 5 6 2 ( l: g )
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五
、

结 束 语

通过工程实例 的计算表明
,

本文所提出的方法
,

原理是正确的
,

能有效地求解离散变量

的非线性规划问题
.

该算法具有原理简单
,

计算量小的特点
.

在工程实际问题中
,

离散变量的非线性规划问题有多种形式
,

即离散值可取整数值
,

也

可取实数值
,

或者兼而有之
; 有时在设计变量中

,

既包含离散量
,

又包含有连续量
,

对于这

些问题
,

都不难用本文所提出的方法得到解决
。
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