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摘 要

本文按照各向同性和正交各向异性圆板的大挠度理论
,

研究了具有光滑中心的 波纹圆板在均

布和中心集中荷载联合作用下的非线性弯曲问题
�

应用修正迭代法
,

我们得到了夹紧固定和滑动

固定两种边界条件下十分精确的解析解
�

一
、

引 言

众所周知
,

在精密仪器里广泛使用着一种名叫波纹圆板的弹性元件
�

因此
,

研究波纹圆

板的大挠度问题在理论和实践
�

��都有着极其重要的意义
�

因为这一问题牵涉到此种板的复杂

形状和非线性微分方程组
,

所以问题十分复杂
�

于是
,

大家通常研究一些 比 较简单的问题
�

最初
,

� � � � � ‘”
,

中 � � 及� � 、� � ‘“
’“’以及后来的 � � � � 二 � � � 及 ‘� ’和陈山林 ‘”’

等都从壳体的大

挠度理论出发
,

讨论了具有光滑中心的波纹圆板
�

然而这板的理论分析是 那样困难
,

以致于

他们仅讨论了正弦波纹和均布荷载一种情形
,

而且结果也不精确
�

因此
,

研究另
一

种更有效

的方法是十分必要的
�

为此
,

� 。江� � � � � 〔”
’� ’,

赤坂隆
‘”

,

� � � �� � � 仁
“, ‘。’和 � 了� � 践� � � � � “

‘�
等进行了新的处理

,

将波纹圆板视为各向异性圆板
�

这样
,

便对具有各种形状 的 深
、

浅 波 纹的波纹圆板都能适

用
�

在这种情况下
,

他们使用各向异性圆板的大挠度理论讨论了两个比较简单的问题
,

即承

受均布荷载的具有全波纹的波纹圆板以及承受均布荷载或中心集中荷载的具有刚性中心的波

纹环形板
�

然而
,

他们的结果仍然不能令人满意
�

最近
,

刘人怀
〔’“, ’“’

应 用 修正迭代法成功

地重新考虑了这些板
,

得到了十分精确的解析解
。

这一方法是在��  !年研究圆底扁薄球壳 的

非线性稳定问题 中
,

首先 由叶开沉和刘人怀“, ‘一 ‘“」提出来的
�

它结合了钱 伟 长 教 授 的摄动

法
〔” ’和通常的逐次逼近法的优点

,

对求解板壳非线性问题十分有效
�

此外
,

刘人怀还讨论了几个更困难的情况
�

均布荷载下具有光滑中心的 波 纹圆板
〔‘“’,

中心集中荷载下具有光滑中心的波纹圆板
‘” ’,

均布荷载下具有光滑中
几

心 和平面边缘 区域的

波纹圆板
〔“。’,

均布荷载下具有刚性中心的波纹环 形板
〔“‘, 以及均布荷载和中心集中荷载共同

作用下的具有刚性中心的波纹环形板
〔““’。

本文是作者上述工作的继续
�

我们研究了一个有实际意义的问题
,

一

即具有光滑中心的波

纹圆板在均布和中心集中荷载联合作用下的非线性弯曲
�

显然
,

此板的大挠度理论分析将比

�

中国科学院科学基金资助的课题
�
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我们以往所处理过的问题都更加困难
�

产生分析上的困难的原因是此板带有一个光滑中心并

承受了复合荷载
�

如同以前一样
,

我们使用修正迭代法克服了这些困难
,

获得了可供精密仪

器弹性元件设计时所需要的公式
�

二几
、

方 程

现在我们考虑图 � 所 示的具有光滑中心的波纹圆板
�

这里
,

� 和 �
,

分别是边缘和光滑中

心的半径
,

� 是厚度
,

� 是波长
,

� 是波幅
, � 是径向坐标

, � 是均布荷载
,

� 是集中荷载
。

这一波纹圆板由光滑中心和环形波

纹区域所组成
�

我们将用角标
� 和 �分

别表示光滑中心和环形波纹 区域的最
�

在研究时
,

我们假定波纹圆板的波

纹分布是均匀而致密的
。

于是
,

我们可

将此板的波纹环形区域视为一个各向异

性的环形板
�

应用这种分析方法
,

按照

各向同性和各向异性圆板的 大 挠 度 理

论
, ”’‘“’‘“’““’,

我们得到这个问题的基本方程如下
�
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,
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,
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图 � 波纹圆板的径向截面上的一个波纹

我们讨论下面两种常用的边界条件
�
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此外
,

在两个区域的连接处
,

尚需有下面的连续条件
;
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15)和(2

.
16 )的最末一式

子是不相同的
.
值得注意

,

若将式 (2
.
15)的最末一个条件 改写为

八U

一一
凡夕当, 一 1时

,

: 会 (3.28)

许在式 (3
,

2

8) 中令
, 。 。

,

便得式 (2
.
16) 的最末

一

个条件

当夕= 1时
,

S
。
= 0 ( 3

.
2 9 )

因此
,

在式 (3
.
25 ) 中令

, 令
C。 ,

我们立即得到第二个问题的非线性特征关系式一可以看

出
,

除c
:,

d

l l ,

d

l Z ,

元
2
和叻
l
改变为

e:二 乒〔刀
2
刀
‘

,
,

(
, 秒

一 , + , 厂‘几+ ” ) 一刀
3
,
。
( ,

f

Z
一 , : 月

2
)

几 ,

一 2刀
2
刀
。

凤劝
,夕丁

‘

d
1 1
一

几
‘,

1
〔”
3
‘”
6
一 ‘)一刀

2
刀
咭

:
, 。“

2
一 ,

30 1一 ,
2
(刀
6
一 1) }

d
12

一弋
‘,

1
:“
3
(,

。
一 1) + ,

2
刀
毛

〕, f

Z
一 ,

3, 1
一 ,

2
(。
6
一 1) ;

几
2
= 「刀

3
(刀

。
一 1) + 刀

:
刀
‘

〕。f
,

一仁刀
。

(刀
。
一 1)一刀

?
刀
;
〕。「刀

,

( 3

.

3 0 )

乙d
‘

以外
,

特征关系式和其余参数均
一

与第一个问题结果相同
。

在 R
,

。0 的特殊情况下
,

我们还能得到没有光滑中心的波纹圆板在均布和中心集中荷载

联合作用下的非线性特征关系式
.
计算表明

,

特征关系式仍是(3
.
2 5) 的形式

.
对于夹紧固定

边界情况
,

仅需将系数a
l, a

3 ,

b

, ,

d

, ,

和f
:。
改成为

处
+
啥)

一 ‘

a
。

一发组扮
2
易热

,

fs+

2

暴热
)、

+

成
9, 了

十 ,
,

知
。
+ ,

,

军
。 ,

11+ 刀
,

雏军
。‘
16

一 “
1

反华厂
‘ ,

1,
一 ”

1

反晕歹
2, 2注一 “

1
几“ ,

2,

一 ”肠
9, 2‘一 “I

J
7 ,

2。
一 ”
I
J
5 ,

2。

〕
b;=一 (b3+ b‘)
d
1 1

一 而成
二、〔d !‘2”

!+ ‘一 , + d 3‘“
1+ ‘一 ,

+ d 。(刀
,

+ 2 一v) + d
:
(7 一

v
) + d

。
( 5 一

v
) + d

。
( 3 一

v
)〕

、一 几(

淤、
-

(3.31)

而对于滑动固定边界情况
,
除d
::
改为
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1
a , , : 二;

— 一八

八
(d ;+ d 3+ d 。 + d

:
+ d

。
+ d

。
)

(
3

.

3 2 )

以外
,

其余公式与式 (3
.
3 1) 相同

。

最后
,

如果在式 (3
.
25 )中再令 R

;= R
,

我们还能得到在均布和中心集中荷载联合作用下

各向同性圆板的非线性特征关系式
。

四
、

算 例

为了说明
_
匕面特征关系式的计算过程

,

我们考虑如图 3所示的一个非常简
一

单的例子
,

即

在均布和中心集中荷载联合作用下
,

具有滑动固定边界的无光滑中心的正弦形波纹圆板
。

已

知
: R = 7 6m m

,

R

I

二o
,

h 二0
.
33m m

,

H
二i

.
Z om m

,

L 二7 6/ 3m m
,

刃二 lo
4
k g/ m m

Z
和 , ,

二 0
.
3
.

我们取均布荷载 q 作为主要荷载
,

于是由式 (3
.
26 )有

(4
.
1)

卜一万

ggggg
门叱二二J二翻口口

}}}

(
4

.

2
)

而对几个 召:值

召一门

图 3

拼l= 1

将上述代入式(3
.
25)

,

便得

q= a全。
。
+

a 雪。言

这里
,

q 的单位是k g/c m
“ , 。。

的单位是 m m
,

计算所得的系数 a 蓄和 时 的数值给在表 1 中
.

系数 衅 和 砖 的 值

抑 0 一

0.25

,

0.5

。 }
0.7

5 .
1.0

。

0
.
0 3 D 3 8

0
.
0 D2 3 5D

0
.
0 1 81 0

0
.
00 1 0 9 7

0
.
0 12 8 8

0
.
0 D 0 7 0 9马

0
.
0 1 0 00

0
.
D 0 0 52 4 6

0
.
0 0 81 7 6

0
.
0 0 0 4 1 6 1

补i朴3
口a

图 4 示 出 了 对于几个 拼2值的特征曲线
.
由图看到

,

随着拼
2
的增大

,

特征曲线降低
.
显

然
,

这是符合物理意义的
.
特别当 群:= 0 时

,

我们便得到仅承受均布荷载 q 的波纹圆板的特

征曲线
.
同时

,

我们还把 中eo 劝
c、e B 〔“〕的理论和实验结果也给在此图中

.
显而易见

,

本文结

口( k g /
e tn 名

)

0
一一

,山

/拼
2/

‘

/

口

田。
( m m )

幼以00750刀Qt

一 本文结果
,

一 脚一 O时的中eo4
oc 砖。晰的结果

. x 尸2= 0时的实验值汉

图 4 特征曲线
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果与实验值相当吻合
,

以切
。
“ 8

.
79斤清况为例

,

柑对误差竟高达39
.
0 %

而 中e。及oc *
B 的理论结果却在切

。

>
4

.

5h 的范围内与实验值相差很大
.

本文结果与实验值的相对误差仅为0
.
97 肠

,

而 中e。及。c 、e B 的结果的

五
、

结 语

本文对承受均布和 中心集中荷载联合作用的波纹圆板的非线性弯曲问题进行了研究
.
应

用各向同性和各向异性的圆板大挠度理论
,

我们讨论了两种板
,

即具有光滑中心的波纹圆板

和无光滑中心的波纹圆板
。

关于板的边界条件
,

我们也考虑了两种情况
,

即夹紧固定边界和

滑动固定边界
.
使用修正迭代法

,

求得了上述问题的解析解
.
这些解对于具有深或浅 的不同

形状 的波纹圆板均能适用
。

由 仁节例子可见
,

甚至当 二。
二8

.
79 h

,

亦即板产生很大弯曲情况时
,

特征关系式 (3
.
25 )

的精确度仍然是非常高的
.
因此

,

我们可以预科
,

本文对实验情况将是适用的
。

一般说来
,

这一精确度依赖于L / (R 一R
I
)的大小

,

其误差随着 L/ (R 一 R
I
)的增加而增加

。

即是说
,

如果

板的波纹非常密
、

的话
,

L
/ ( R 一R

,

) 的值变得很小
,

因而板 的波纹区域接近正交各向异性环形

板情况
,

则解的精确度较高
.

本文结果对于精密仪器弹性元件的设计将是有益的
.
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