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摘 要

本文研究了非牛顿流体弹性径向渗流的自型解
.

设流体服从幂函数律
.

当指数”等于零时
,

文

中得到了准确解
.

将此解和文献〔l] 的近似解作了比较
.

对于 ”> l及 ”< 1的各种情形
,

文中得到了近似解
.

有算例
.

一
、

数 学 模 型

非牛顿流体径向渗流的幂函数定律为
’‘’

式中
。李为流速

,

P为压力
,

K 为地层渗流率
,

拼,

为非牛顿流体似粘性系数
.

表示拟塑性流体的阻力定律
. 。

> 1时
,

则为膨胀型流体渗流定律
. n 二 1时

,

流体的D a r c y定律
。

服从幂函数定律的非牛顿流体的弱压缩液体的弹性渗流微分方程为

(1
.

1 )

”< 1时
,

式 (1
.

1 )

式 (1
.

1 ) 为牛顿

妙arK脚
一一一

“

口么P
.

” 口P 。 二 _

了拼八
一

立了 口P
二专 + 兰

一

头犷 ~ C
。

必
n
【学】

一”

‘一 二f口r 之 丁 r 口r 一“
. Y’” 、K ) 、 口r

式中功为地层孔隙度
,

C
。

为综合压缩系数
.

式 (1

〔1〕假定流量为

口P

I 口t

.

2) 为非线性偏微分方程
,

(1
.

2 )

求解很困难
.

文献

Z
_

r Z

q ,

= q 。《 1 一 _ 2

\ 了 -

式中q 。为r 二 O时 q
,

的数值
, r 。为圆形封闭地层的半径

.

均化了的方程 的解
。

我们则直接求式(1
.

2) 的自型解
。

(1
.

3 )

在此基础上求得了满足式 (1
.

2) 的平

二
、

自 型 解

文献【1〕设

用应学数赵

叶开沉推荐
,
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/‘,、
、

吼一一价

(
一

言幼议(勿二 q o

2汀hr( )
式中h为地层的厚度

.

对于牛顿流体 (”二 1 )
,

(1
.

3) 是相当合理的
.

但是对于非牛顿流体

此
,

我们先设

q
,

= q 。g (r /
r ,

)

及

(
一

留)二
一

(勿二梁暴

地层中各点的压力变化速度大 体 相 同 时
,

式

(, 今 1)
,

式(1
.

3) 是否合理
,

就值得怀疑了
。

因

(2
.

1 )

2 ).
山.

勺‘巧‘了.、了.、

将式 (2
.

2 )代入式 (2
.

2 )得

穿
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。
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一 c
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r 。
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4 )

式中P‘为原始地层压力
; , 叨为井的半径

.

则式归
.
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月
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。

,
·。

即

口么P

口尹2

十

攀
一

号育
一 , / ‘一” ) 。”一 ‘

( 2
.

5 )

式中

t

( 。功C
。拜。

/ K ) ( 2 二h/ g 。) ’一
’ r 昌

一“ ( 2
.

6 )

设

尸二科
一

叮(x )
,

x 二州几 ( 2
.

7 )

则有

癸
一 ,

, ·二
,

髻翼
=
。

; 一
,

丫一
,

/

鑫豁
: 一 + f(1 一 ) ·, 一

会
式 ( 2

.

5) 变为

,
。
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今
, 十

二器
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r
·
+ , x 一 ,

·
+ X l

一。一
, : 一

奈
〔,

, x + (卜 1 )z卜。

(2
.

8 )

上式可变为

二一

泛
: j’二 + (。一 1 )f 3 + 二 !一 , 一 , :一李 : j’二 十 (卜

1 )f : 一。

‘中 . 勺 tJ ‘
(2

.

9 )

边界条件为
〔’1

1
.

P (尹
,

0 ) = 0
,

即 P (r
。

/
r tD ,

t)二 O
,

即

f(1 )二 0
(2

.

1 0 )

2
.

(且誉)
*一 r .

/
r 。

-

f
产

(1 ) = 0

3
.

(
二
鲁育)

r一。 -

0
,

即

一 1

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )

如果式 (2
.

8) 有自型解
,

则必须

q 二武 x)
,

川
一 ”

·

d 俨
。

/d
: 二 a ~ 常数

由式 (2
.

13 b) 可见
,

19几一 19 :
曲线的斜率是 1 / (3 一 n)

,

参照文献〔1〕
,

即参照式 (1
.

3)
,

我们设

g = 1 一 x 3 一 。

则式(2
.

1) 成为

(2
.

1 3 a ,

b )

它和文献 「l」的结果是一致的
.

(2
.

1 4 )

一 。
。

(
1 -

r 卜
几

q 护

当r

一
0时

,

q ,

“ g 。

r 言
一 ”

; r 二 r e

时
,

g ,

二 0
,

理应如此
.

当
n 二 1日」

(2
.

1 5 )

式 (2
.

1 5 )即变为式 (1
.

3 )
.

由

式 (2
.

9 )及(2
.

1 4 )可得

{
式中C :

为积分常数
.

d 〔f
广x + (n 一 1 )f」

f
产x + (n 一 1 )f

积分得

一I
·“一

3 一 ”

,
” 一 ‘义2 一 ”

d / + C
Z

(2
.

1 6 )

f
‘“ + ‘”一‘, f一 C 二: p

〔
a

n (3 一 n )

“一
“一 ”

,
·

〕
式中C = In C

: .

由边界条件(2
.

10 )及 (2
.

1 1) 知
,

要使式 (2
.

1 7) 中的常数 C不为零

道
,

C = O是不合理的 )
,

必须 n < O ,

这是不合理的
.

有一种情形可使C 年。
,

即

刀= 0

其它情形
,

我们只能求式 (2
.

1 7) 及 (2
.

1 0) ~ (2
.

12 )的近似解
.

(2
.

1 7 )

(以后会知

三
、

n = o时
,

问题的精确解

”二 0时
,

式 (2
.

16 )变为

{
d 〔f

产二 + (n 一 1 )f〕

f
‘二 + (n 一 1 )f 一{

·“一
3

,
一 ‘X “d / + C

Z

积分得

f
产二一 f一 C (1一护 )

“ ‘3

式中
,

C
:
二 In C

。

再积分得
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f= C声+ 二

式中C
l

为积分常数
。

设

I
C , 一 ’“一”

“‘x 一 ‘d“

O = 3

则上式积分成为

f = C : x 一 C(i + x ,
/ 2 )

f
夕
== C

;
一 (3 / 2 )C

x Z

将式 (2
.

1 0 )代入式 (3
.

2 )得

C , = 3C / 2

由式 (2
.

7 )及 (2
.

1 2 )
,

注意到
n = 0得

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
。

3 )

(3
。

4 )

l 日尸 、

气。
,
)

; _ 。 = 一 ‘

即

〔f
尸

」
二。。= 一 1

代入式 (3
.

3) 得

C I = 一1

代入式 (3
.

4) 得

C = 一 2 / 3

将式 (3
.

5 )及 (3
.

6 )代入式 (3
.

2 )最后得

(3
。

5 )

(3
。

6 )

了一彗
一 二 +

孟
二 3

(3
.

7 )

显然
,

式 (3
.

7 )及 (3
.

1 )满足基本方程 (2
.

1 6 )及边界条件(2
.

1 0 )~ (2
.

1 2 )
。

式 (3
.

7 )和文献〔l〕的相应结果 (。= 0) 完全一致
。

将
”= 0

, a “ 3代入式 (2
.

1 3 )得
了弓d 了

。

/d
: ~ 3

积分
,

并设t = o时
,
护。

= 。得

护君= g r (3
.

8 )

将
。= 0代入式 (2

.

1 4) 得

g 二 i 一% 3

(3
.

9 )

所以
,

q( x) 和于。 (吟和文献〔1〕的不同
,

这是由于本文的结果式 (3
.

7)
、

(3
.

8) 及 (3
.

9) 是式

(2
.

8 )
,

(2
.

1 0) ~ (2
.

12 )的精确解
,

而 〔1」的相应解是近似解
,

它们不满足基本方程 (2
.

3)
,

而只是满足其平均化了的方程
。

回到式 (2
.

1 7) 式
,

如果C = O
,

则得

f
产二 + (”一 1 )f = 0

积分得

f二c
, x 卜

。

由边界条件(2
.

10 )得C 尹= O
,

这是不合理的
。

故不能有C = O
。

四
、

n > 1时问题的近似解

1
.

”为整数时
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设

a = ”(3一 ”) (4
.

1 )

则式 (2
.

1 7 )成为

f
‘
+ (, 一 z )二

一 ’
f二C

·

e x p〔(z 一 x 卜
”

)
”

〕
·

x 一 ‘

(4
.

2 )

其通解为

f - X !一

{
C

3
+ C

{
X

一
p

〔
(卜

二卜
·

)
·

〕
d X

}

X 一

{
/

一
p

【
(,

一
)
·

」
d /

(4
.

3 )

求积分

(4
.

4 )

有一定困难
.

我们只求其近似值
.

设

儿二2

则式 (4
.

4 )成为

戈d
, 111

+
X 一

{
一p (1一)

Z
d%

一 {〔
‘一 ‘ZX

一
, + (Zx 一护)

2
(2劣一戈 2

) 3

2 2 又 3

由于 x 在区间 [0
,

1〕内取值
,

故可略去(2二一妙)
“

/2
,

(2 , 一扩 )
“

/2 x 3
,

⋯而有

X 、 ·

!
〔‘一 ‘Z X

一
, “d X

一‘X一
“+ X 3

/ 3 ,
(4

.

5 )

将
n 二 2及式 (4

.

5) 代入式 (4
.

3) 得

f = 二 一 ‘〔C
3
+ C

·

e (x 一二2 + 二3
/ 3 )〕 (4

.

6 )

对二求导得

f
‘
= 一C

s二一 2
+ C

·

e (一 1 + 2二/ 3 ) (4
.

7 )

将边界条件(2
.

1 0) 代入式 (4
.

6) 得

C
。+ C

·

e
/ 3 = 0 (4

.

5 )

将边界条件 (2
.

1 1) 代入式 (4
.

7)
,

同样得到式 (4
.

8 )
.

利 用式(2
.

7)
,

边界条件 (2
.

1 2) 可改写成

〔护
”
了l

一 ”

f
产

/ 于
。

」
:

、
。
= 一 1

即

(二
“

·

j
’

)
,

、
。
二一 1 (4

.

9 )

将式 (4
.

7) 代入 (令
n = 2) 得

C
:
= 1 (4

.

1 0 )

代入式 (4
.

8 )得

C = 一 3 /
e = 一 1

.

1 0 4 (4
.

1 1 )

式 (4
.

6 )
,

(4
.

1 0) 及 (4
.

1 1) 便构成了所论问题的近似解
.

由式 (4
.

1 )
,

(2
.

1 3 )及(2
.

1 4 )不难求得 q ,

及 r 。

的规律
.

。为其它整数 (例如
, n 二 4

,

5
,

6
,

⋯ )的情形
,

其计算过程和
n = 2相似

,

但由于出现象In 。

这样的奇性
,

故计算不能成功
.

2
,

。不是整数时

由于对大多数流体我们感兴趣的是剪切变稀
,

即。< 1 〔“1 ,

所以
,

对于n > 1
,

且
。 不是整

数的情形
,

我们不举算例
.

(附录 l 中有这种算例 )
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五
、

n < 1时问题的近似解

.

n = 。
.

2时

如果
n = 0

.

2 ,

则式 (4
.

4 )变为

X 一

I
X 一 ‘

·
‘

一
p “ 一 x “

·
‘

,
。

·
Z
d X

由于

(1 一二“
.

‘

)0.z = 1一 。
.

2 ,
.
‘
+ “匹万

“!

丝 二 5
.

,

一卿 (
一

二
竖举二互丝

二。
.
‘

‘ 乙 入 O

十”
·

“(一q妙(万1. ; )(弓
·

多) 二
, :

.
:

Z X 石 X 4

0
.

2 (一 0
.

8 )
、

(一 1
.

8 )(一 2
.

8 ) (一 3
.

8 )

2 X 3 X 4 X S
% 1 4

,

0
.

2 (一 0
.

8 )(一 1
.
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.

8 )(一 3
.

8 )(一 4
.
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弓~

—
一

—
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_ _

一
_

不

——
一一—艺 X J X 4 X 勺 X b

x 主: 8

及
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一
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·

竺之{井丹杏彼鞋上塑
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· ,
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.

1 )
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J
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。
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1 +

(
一。

.

2 二2

一
。

.

0 8二6

一
。

.

0 8 x 0
.

6二吕

一。
.
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.

6 x o
.

7二1 !一

一

;
x 0

.
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.

6 X ”
·

7 X ‘
·

‘x ’‘ - 0
.

0 8 x 0
.

6 x 0
.

7 X 3

5 X 6

8 X 4
·

8 x l ,
.
8

5 X 6 X 7 (5
.

2 )
, ...J

、

、.,Z
山O

.
口

‘.占

X

OD0
.

0 8 x 0
.

6 X 0
.

7 x 3
.

8 x 4
.

8 x 5

代入式(4
.
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。 。
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.
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“ ’ “
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_

4
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_

, 。

伪

0
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.
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.

7 X 3
.

8

5 X 13
.

2
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.

:
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.

0 8 飞。
.
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.

7 X 3
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8 x 4
·
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0
.
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.
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.

8 x 4
.

8 x 5
.

8
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.

8
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,
,
、。

.

8 c
3二
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·

。
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_

8 5
_
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义 1
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x 4
、
。
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0 4 8
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0
.
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.
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·
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·
2
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.

8 x 1 4
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2
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.

0 8 x 0
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8
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一
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8 二‘石
.
“
一 0. 够 X 几 4 2茎凡旦X0

7 X 1 8
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.

3 )

8 “ 9
·

6 x 1 8 一

)
(5

.

4 )

门‘性性」
、

、,.了
8

.
8

‘
.山

义

将边界条件(2
.

1 0 )及 (2
.

1 1 )分别代入式 (5
.

3 )及 (5
.

4 )得

了 1
_ ‘

1 0
.

0 4 8 0
。 : 十 七

·

e

、一 0
.

8 一 U
·

‘ 一 6 0 一 7
一
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0

.
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.
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.
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5 X 1 3
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一 0
.

0 8 x 0
.

4 2 x 3
.

8 x 0
.

0 1
0

.

0 8 x 0
.

4 2 x 3
.

8 X 0
.

1 6 X 5
.

8

7 X 1 8
.

8 )
一。

”
.

‘C 3 + C
·

。

(
一。

.

2 8 - 5
.

6 0
.

0 4 8 x 8
.

4 0
.

0 8 x 0
.

4 2 x ll
.

2

6 0 7
.

6 1 0
.

4

0
.

0 8 x 0
.

4 2 X 3
.

8 X 1 4

5 x 1 3
.

2
一 0

.

0 8 x 0
.

4 2 x 3
.

8 x 0
.

0 1 x 1 6
.

8

0
.

0 8 x 0
.

4 2 X 3
.

8 x 0

7 X 1 8

·

8 “”
·

6

)
一”

且口
、了、、.声一从�一�几O八口C 。

一 1
.

3 8C
·

e = 0

C 。
一 0

.

6 5 C
·

e = 0

( 5
.

( 5
.

当式 ( 5
.

1) 的展开式取的项数足够多时
,

式 ( 5
.

5) 及 ( 5
.

6) 的C
,

e
前的系数均接近于一 1

.

(实际上
,

其绝对值略大于 1
.

3 8) 故只保留式 (5
.

5) 而弃去式 ( 5
.

6)
.

边界条件 ( 2
.

1 2 )利用式 ( 2
.

8 )得式 ( 4
.

9 )
,

当
。 = 0

.

2时
,

即是

( x
o

·
“

f
产

)
.

,
。= 一 1

代入式 ( 5
.

4) 得

C a = 一 1
.

2 5 ( 5
.

代入式 (5
.

5) 得

C = 一 0
.

3 3 ( 5
.

7 )

8 )

(实际上C的绝对值略小于0
.

3 3 )
.

式 (5
.

3 )
,

(5
.

7) 及 ( 5
.

8) 便构成了本问题的近似解
.

由式
、

( 4
.

1 )
,

( 2
.

1 3 )及 ( 2
.

1 4 )不难求得口,

及 r 。的规律
.

2
.

n = 0
.

9时

如果
”= 0

.

9 ,

则式 ( 4
.

4 )变为

X 一

I
X 一 ’

·

’

一
p “一

“
·

”
。

·
“d X

( 5
.

9 )

因

(一
x “

·

’) 二
,

一 i 一 0
.

9二“
·

, + 9
·

9 (厂o
·

1 ) 二
‘

. :
-

‘

0
。

9 ( 一 0
.

1 ) (一 1
.

1 )

2 X 3

,

0
.

9 (一 0
.

1 ) (一 1
.

1 ) (一 2
.

1 )
宁

一
~

一_ _

~
_ 一 , - - 一

名 X 石 X 4

工8 ·
4

0
.

9 ( 一 0
.

1 ) ( 一1
.

1 ) (一 2
.

1 ) (一 3
.

1 )

2 X 3 X 4 X S

劣 1 0

x 6 .

3

1 x 3
·

l x x o
. 4

( 5
.

1 0 )

代入式 ( 4
.

3) 得

, 、 xu.
l

tca
十 C 二 (

一 。

{
I X 一 。

·

‘一”
·

‘5‘一

丫:
5

x 4

0
.

0 1 5 x 1
.

6
.

2

。 ,

0
。

X
. 一

-
0 1 5 又 1

.

1 x 2
.

4 X 8
.

3

1
只

X
-

0
.

0 1 5 x 1
.

1 x 2
.

2 0 x 1 0
.

4

对二求导可得f
产

的表式
,

重复上段的步骤
,

将边界条件 (2
.

10 )及 (2
.

1 1) 代入f 及 f
尹

化简可得

)」
( 5

.

1 1 )

的表式
,
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C
。
一 1 0

.

5 6 4 C
·

e = 0 (5
.

1 2 )

C
。
一 1 0

.

2 0C
·

e == 0 (5
.

1 3 )

当式 (5
.

10) 的展开式取 的项数足够多时
,

式 (5
.

12 ) 及 (5
.

1 3) 的C.
e
前的系数均接近于

一 1 0
.

5 6 4
,

故我们弃去式 (5
.

1 3 )
,

而只保留式 (5
.

1 2 )
。

当 n = 0
.

9时
,

式 (4
.

9) 变为

(x
o

·

。
·

f
‘

)
二

。 。= 一 1

将f
尹

的表式代入
,

可得

C
。
= 一 1 0 (5

.

1 4 )

代入式 (5
.

1 2) 得

C = 一 0
.

3 4 8 (5
.

1 5 )

式(5
.

1 1 )
,

(5
.

14 )及 (5
.

1 5 )便构成了本问题的近似解
。

由式 (4
.

1 )
,

(2
.

1 3 )及 (2
.

1 4 ) 不难求

得价及
, 。

的规律
。

最后
,

让我们回顾一下式 (2
.

1 4)
.

前已述及
,

当” = 1时
,

式(2
.

14 )或式 (1
.

3) 均是颇为

合理 的
.

对于
n 今 1 的一般情形

,

较早的文献粗略地假设
【” q ,

二常数
.

即认为式 (1
.

3) 中的

(州于。 )
“

为小量
.

就这个意义说
,

当, < 1时
,

本文作者提出的公式 (2
.

1 4) 似乎较文献 〔1〕的

公式(1
.

3 )更为合理
.

因为前者更接近于 q ,

= 常数的假设
.

另外
,

由 n = o时压力分布的规律式 (3
.

7) 和文献〔1〕的相应结果基本相同这一事实
,

也说

明我们把流量规律(1
.

3) 改为式 (2
.

1 4 )
,

没有歪曲非牛顿流的基本特征
。

拄= 1 2 时
,

劣3 6 一

附 录 I

式 (4
.

2) 的近似解
n 二 1

.

2时
,

式 (4
.

4 )变为

X 一

l
二

一
p “

一
,

! 一d X

(1一 二 :
.

。
)
:

.

2 一 1一 1
.

: 、 :
.

。 + 工
·

兰甘』
‘

1
.

2 X 0
.

2 X (一 0
.

8 )
2 X 3

劣 5
.

‘

+ 1 2 X 0
.

2 x (一 0
.

8 )(一 1
.

8 )
2 X 3 X 4

X ,
.

2 一
1

.

Z X o
.

ZX (一 0
.

8 )(一 1
.

8 )(一 2
.

8 )
2 X 3 X 4 X 5

劣, + 二
‘

(A
.

1 )

代入式 (4
.

3 )
,

可得

了、二

一〔C
3 + C 二

l
(‘一 ‘

.

2二! 一 + 。
·

‘2二3 一 + 。
.

”3 ZX , 一

+ o
_

0 1 x 0
.

s x 1 5二,
.

, +
一

旦
竺

玺空卫卫茎)』茎卫』二, )二
·

。
.
。J 二1

0
一

~

‘、一〔
C 3 + C 二‘5二

。

一
。

·

‘二 : +

普臂一
+

一

“;咒
2 / S一

0 0 8 X I

7 4

8 劣,
·

4 + 0
.

0 8 X 0
.

IX I
.

8 X 2

5 X 9 2

·

8 X g一 )

〕 (A
.

2 )

对 x 求导得I’
,

将式 (2
.

10 )及(2
.

tl )代入式 (A
.

2 )及f’的表式得

C s + 4
.

4 4C
,

e = o (A
.

3 )

C : + 4
.

5 6 8C
·

e = o (A
.

4 )

当式 (A
.

1) 的展开式取的项数足够多时
,

式 (A
.

3 )及 (A
.

4 )的C
·

e前的系数均接近于 4
.

44
,

故弃去式 (A
.

4 )
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而只保留式 (A
.

3 )
.

当”= 1
.

2时
,

式 (4
.

的成为

(劣
1

·

叮
,

)
二

、 o = 一 1

将式 (A
.

2 )对二求导得到的j’的表式代入得

C , = 5

代入式(A
.

3 )得

C ~ 一 。
。
4 1 4

式 (A
.

2 )
,

(A
.

5) 及 (A
.

6 )便构成了所论问题的近似解
.

由式(4
.

1)
,

(2
.

1 3 )及(2
.

1 4 )不难求得 q
,

及r 。的规律
.

(A
.

5)

(A
.

6)
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