
应用数学和力学
,

第 9 卷第 8 期(1 9 8 8年 8 月 )

A P p lie d M a th e m a t ie s a n d M
e e h a n ie s

应用数学和力学编委介编

重 庆 出 版 社 出 版

悬臂板侧屈中的几个问题
’

成 祥 生

(同济大学
,

1 9 8 7年 5日6 日收到)

摘 要

本文用能量法研究悬臂矩形板侧向屈曲中的几个问题
.

文中分别讨论了有集中力
,

均布荷载
,

三角形分布荷载及集中力偶作用之下悬臂矩形板发生侧向屈曲时的最小临界荷载
.

_ 已l 谧扩
、 护 吸 厂 J

关于梁的侧向屈 曲问题在文献厂1一 3川
: 有很多叙述

,

在解析法 中得到了变系数的微分方

程
,

有的作者将解用贝塞尔函数来表示
; 铁摩辛柯曾使 J月过能量法 〔‘’,

文献 「3 〕等也研究过

梁的非弹性屈曲
.

但对板的侧向屈曲问题研究极少
,

这大概是由于要写出板的侧屈的微分方

程是一件并不很容易的事情
,

但使用能量法却是行之有效的
.

本文用能量法讨论了悬臂矩形

板的侧向屈曲问题
,

文中分别讨论了有集中力
,

均布荷载
,

三角形分布荷载及集中力偶作用

的情形
.

二
、

方 法

为了确定悬臂矩形板发生侧向屈曲时最小的临界荷载
,

系统的总势能为驻值时的最小的荷载
.

实际
_

_

!二薄板的侧屈过

程经历了两个阶段
.

设坐标取成如图 1 所示
.

在第一阶段中
,

薄板是在铅直平面内弯曲 ; 第二阶段
,

薄板在临界荷载下产

生扭转和侧向弯曲
,

偏离了原先的铅直平面
。

然显
,

薄板在

铅直平面内弯曲的第一阶段 中
,

它和外荷载处于平面 形式的

平衡状态 ; 由于在板的中面 (位于铅直平面) 内刚度很大
,

我们应用了能量法去求出当屈曲

g (口)

因而位于中面内的曲率非常小
,

于是对应于薄板在铅直平面

内弯曲的总势能可近似地看成为零
,

因而在分析总势能时不

需要将它们考虑进去
.

只需研究第二阶段 中薄板的总势能
。

这正如在受压直杆的稳定性问题中
,

不考虑杆在弯曲前的轴

向变形一样
. ,

乙

设有一各向同性等厚矩形板
,

在弯曲时整个系统的形变势能是
〔”

.

潘立宙推荐
.
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其中D 二E h
3

/ 1 2 (1一尸 ) 是板的弯曲刚度
,

E
,

h
,

拜分别为板材料的弹性模 最
、

厚度和泊松

比
.

功为挠曲函数
, 功

: : ,

甜
: ,

等为挠曲函数对相应下标的偏导数 ; 以上二重积分遍及板 的中

面区域
。

若薄板在顶边 (二 = a) 受分布的中面荷载作用而屈曲
,

则外力的势能可表示为

:

一I:
。(, ,“

·

‘“, ““
(2

.

2 )

其中q (妇为位于板中面内并沿 x 方向作用的分布荷载
,

口
:

(妇为板发生侧向弯曲时
,

荷载q的

作用点在铅直方向 (沿 x 一

轴) 的位移
,

它们都是坐标 , 的函数
.

上面的积分是沿着荷载作用

的边界上进行的
.

于是系统的总势能为

H = U + 犷 (2
.

3)

根据 R a y le ig h
一

R it z 法 , 名, ”’,

系统达到稳定平衡的极限时
,

其总势能为最小
,

即

dH = 0 (2
.

4 )

从而可确定最小的临界荷载
.

在公式 (2
.

1) 中的挠曲函数w (x
,

妇应事先选择
,

使它满足薄板全部几何边界条件
.

三
、

悬臂板侧向屈曲的几种情形

情形 A 设有一悬臂矩形板
,

在点C (a
,

b) 处有一铅直集中力尸作 用
,

如图2所示
.

今选取

如下的挠曲函数

叨一

(,l
十‘

2

落了
1

0(l 一os; 幻 (3
.

1 )

图 2

其中
a和b分别为薄板沿 x 一

轴和y 一

轴边的长度
,

而f
Z和 f

,

分别

为矩形板自由边 , = 6 上
、

下两角点 C和B 的横向挠度
,

它们

都是未知的参数
.

不难看出
,

函数 (3
.

1 )能满足该薄板的全

部几何边界条件
。

先计算薄板的形变势能
,

为此将函数 (3
.

1) 代入 (2
.

1) 进

行积分
,

可得

l 「
, , , 。

.

,

二
, , 、

.

B
, , .

_

, . , ,

1

LJ = Z L直 ‘了; 十 了‘+J lJz ’十
砂

J ;
+J ; 一“jlj

Z
)」 (3

.
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其中

A 二二4 a

D/ g eb3
,

B == (1一 # )二ZD / Z
a b

再计算外力的势能 厂
,

在这种情形下
,

由(2
.

2) 可得

(3
.

3 )

犷 = 一冬尸(
。

.

功 ,

)。

‘
(3

.

4 )

其中刁
:

二 (。
·

。
.

)。/ 2
,

是薄板发生侧向弯曲时
,

荷载尸的作用点C (a
,

b) 在铅直方向(沿x 一

轴)

的位移
,

下标C表示该括号中的量应取 C (a
,

b) 处的值
.

将(3
,

1) 代入 (3
,

4) 得
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犷

一二
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,
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将 (3
.

2 )和 (3
.

5 )代入 (2
.

3 )
,

并由(2
.

4 )对
‘

两个叁数f
,

和f
Z

进行变分
,

和f
Z

的齐次线性代数方程组

(3
.

5 )

可得到下面关于叁数 f
,

(ZA + B )f
,
+ (A 一 B + e 工)f

Z
二 0

,

(刁 + B + e l

)f
:
+ (ZA + B 一 Ze ,

)f
Z
二 0 (3

.

6 )

其中

c ,
二P /

a (3
.

7 )

求方程组 (3
.

6) 的非零解
,

则必须上式的系数行列式为零
,

于是得到板的稳定性方程
c : + 6A e ,

一 3刀 (月 + ZB ) = 0 (3
.

8 )

由此可求出它的最小的正实根

c L
= 一 3月 + 〔6刃 (2刀 + 刀)〕告 (3

.

。)

注意到 (3
.

3 )和 (3
.

7 )
,

可得到该悬臂矩形板在集中力尸 作用下发生侧向屈曲时的最小的临界

荷载

Pc 一
“

款
一

了乡守
二

认轰知
一。

)*] (3
.

1 0 )

对于方板
,

b二 a ,

若取拼= 0
.

3
,

可得

P
。 r

= 2
.

7 3 3 9 4 D /
a

由(3
.

1 0 )不难看出
,

临界力和板的边长比及弯曲刚度有关
.

情形 B 有一 均布荷载q0 作用在悬臂矩形板的自由边 x == a上
,

如图3所示
.

(3
.

1 1 )

在这问题中
,

形变势能仍 由(3
.

2) 式表示
,

而外力的势

能则应用下式来计算
,小

一

一

一

沉

1 fb
厂 = 一

。 1 q o气田
’

阴
:

)
: 一 a 口 g

乙 J O

(3
.

1 2 )

将挠曲函数 (3
.

1) 代入上式
,

并进行积分可得到

犷

一 ;
一

c Z
(, ; 一‘

l

f
2

,
(3

.

1 3 )

_
1

}
”

其中

乙

图 3

了3 4 \ b
“ : = 场一

二 )
a qo (3

.

1 4 )

�

l
-J

,贯
、..了

拼一
,l

十

进行类似于情形A 的运算
,

l腐界荷载

可得到该悬臂矩形板在均布荷载q 。作用下发生侧向屈曲时的最小

( q
。 ) 。

,

=

对于方板
,

b = a ,

2汀

3汀一 8

汀 么D

4 b
么

+

宁
汀

联 ( 3
.

1 5 )

取群一 0
.

3可得

( 叮
。

)
。 ,

= 1 2
.

0 5 6 6 9D / a 忿

情形C 设有一三角形分布荷载作用在悬臂矩形板的自由边 戈 = a ,

如图 4 所示
,

( 3
.

1 6 )

该荷载

。( , ) 一。
。

(卜落) ( 3
.

1 7 )

进行类似于上述情形的计算
,

可得到该悬臂矩形板在三角形分布荷载作用下发生侧向屈

曲时的最小的临界荷载



,一
z

丁|
川|

es

一
一一尸

一丁|
l

川
一

"

卜一一一- 一
‘

图 4 图 5
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。
)
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对于方板
,

取拜= 0
.

3 ,

4汀 么 汀 ZD

一 3 汀 2
一 2 8 4 b

2

得到

〔
一

荞
十

守
二

联
、盖:

2 4 6
2 + l 一拼) 」 (3

.
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(q
。

)
c ,

== 6 7
.

0 0 9 1 9 D /
a Z

(3
.
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如果在前三种情形中将荷载尸或q 。作用的水平线降低
,

例如从x == a
降低到二 = a/ 2或x = 。

,

则薄板发生侧屈时的最小临界荷载将提高
。

情形D 设有一集中力偶M 作用在悬臂矩形板的 自由边y = b上
,

如图 5 所示
.

形变势能

仍由(3
.

2) 式表示
,

外力的势能 由下式来计算

厂二 一M沪 (3
.

2 0 )

角 叻如图中所示
,

并且

劝二 (J
。
一J 6 )/

a (3
.

2 1 )

其中J
:

和刀 , 的意义也如图5中所示
,

其值按如下的公式计算

1 fb
, , 、 , ,

1 「b
,

刀
‘
= 立

一

l (。委)
: , a

d 夕
,

刁。= 立} (切丢)
二 _ 。

d g (3
.

2 2 )
Z J

。
’

“
‘

一
“ 一

Z J
。

“ ’ ‘

一
“ 叮 、 一

’
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‘

将挠曲函数 (3
.

1) 代入 (3
.

22 )进行积分
,

由 (3
.

2 1) 及 (3
.

2 0) 可得

(几一 f全 (3
.

2 3 )
几
一2

1二O‘

其中
c 3
= 二Z

M/ 4
a b

进行类似于以上的计算
,

可得到稳定性方程如下
e ;一 2 (ZA + B )c

3
+ 3A (A + ZB )二 0

其中A 和B 仍由(3
.

3) 表示
.

求出上式的最小正实根
c 3
= A + ZB

,

利用

到悬臂矩形板在集中力偶作用下发生侧向屈曲时的最小的临界荷载

(3
.

2 4 )

(3
.

2 5 )

(3
.

3 )和 (3
.

2 4 )
,

可得

M一
‘

(纂拼
‘一

巾 (3
.

2 6 )

对于方板
,
b二 。 ,

取户= 0
.

3得到

M
c ,

二 3
.

2 1 1 2 3D (3
.

2 7 )

四
、

结 束 语

1
,

本文给出了为计算悬臂矩形板在几种受力情形下发生侧向属曲时最小的临界荷载的
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方法
。

2

3

所求得的各个临界荷载的值都和薄板的弯曲刚度及边长的比值有关
.

由于所选用的挠曲函数不是唯一的
,

故由不同的挠曲函数所得到的解答一 般也不相

同
,

近似解的好坏主要取决于所选的函数
。
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