
应用数学和力学
,

第 g 卷第
A P Plie d M a th e m a t ie s a

7 期(1 9 5 8年 7 月 )
n d M

e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

平面Po ise u川e 流中弱非线性理论和

二次失稳理论的关系
‘

赵耕夫 周 恒

(天津大学
,

19 8 7年 5 月 10 日收到)

摘 要

文献〔门提出了平面 Poi se ui n
e
流的二次失稳理论

,

本文则用弱非线性理论研究了同一问 题
.

所得结果和二次失稳理论的结果是一致的
,

说明在平面 Poi s e ui n c
流中弱非线性理论和二次失 稳

理论有内在联系
.

一
、

引 言

在流体力学中层流向湍流过渡的机理至今仍是没有完全解决的问题
.

边界层和平面 Foi
-

se 滋1le 流的实验表明
,

在一定条件下过渡过程呈现几个明显的阶段
〔‘一 “’.

例如在严格控制的

边界层实验中发现过渡过程可分为四个阶段
.

首先是二 维 的 T ol lm ie n 一
S o hl ic ht in g 波

,

接

着出现在横向波峰波谷分裂的三维波
,

然后形成局部而且瞬时的强剪切层
,

它对高频扰动更

不稳定并发展成湍斑
,

最终完全破碎成湍流
.

三维波的结构和原已存在的二维波的幅值有关
.

当二维波的幅值相对的比较大的时候
,

三维波呈现规则的峰谷结构
,

当二维波的 幅 值 较 小

时
,

则呈现交错排列的峰谷结构
.

至今已提出了不少模式试图解释实验观察 到 的 现 象
.

如

B en n e y 和 L in 的纵向涡模式
〔4 ’,

共振三波模式
’‘“ , ’,

以及近来 H e r be r t“ ’

不lxo r s z a g ‘8 」提出

的二次失稳模式
.

所谓二次失稳
,

是指由二维波所诱导出的三维波的稳定性问题
.

在 H er be r t 的模式中
,

加在层流上的二维波在流动方向是周期性的
,

而且它相对于以相速度运动的动 坐 标 是 定常

的
.

显然
,

这种波的幅值相当于临界阂值
.

在此条件下具有适当流向和横向波数的三维小扰

动波将产生参数共振
,

而最终导致湍流
.

N 主shi o k a ‘g ’ 的实验证明二次失稳的概念是正确的
.

但是对边界层来讲
,

由于其厚度的增长
,

并不存在严格定常的原 已存的二维扰动
,

他不得不

采用
“

形状假设
” .

这必竟是比较粗糙的方法
.

对于亚临界过渡
,

除非人为引入一般并不存

在有限幅值的二维定常扰动
.

因此二次失稳理论不能解释亚临界的自然过渡过程
.

由于
“

人为共振三波
”

模式不受以上限制
,

可以解释更多的过渡问题
.

因此研究这 两种

模式之间是否存在某种 内在联系是很有意义的
。

。
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二
、

基 本 思 想

在平面 Poi se ui ll e 流中
,

取 x 轴沿未扰动流动方向
,

y 轴沿平板的法向
,

横向
.

适当无量纲化后
,

层流的速度分量和压力分别为。二 1一犷
, , = 面二。

,

其中R为雷诺数
, c 是常数

。

z 轴 沿 流动的

刃= 一 Zx/ R 十。
.

设 韶
,

ev
, 。切 和 。P 分别为扰动速度分量和扰动压力

, ￡
为 某 一小参数

,

则它们满足的

方程为

了 口“

妞“
一石

一

月
一 V 一

\ O X

彻一ay
+v

己
.

十勺一劣l
a一八O

a “
.

,

二
d 公

而
一 十志

“十 “

而
一

二
口P

口劣

+ 名
v 二

aP

刁夕

口P

(
u a 口

十 功一二一
d 之

(2
.

1 )

口t
+ 黑功

= 一丽
-

口阴
十 一‘ 一 =

O Z

l a功
_

日w
. “一砚

-

十 V 一布 一

\ O X U夕

君己十十
面at枷

口v

ay

+ 叨

+
“一戈a口

其中 二二 。

晶
一

方
v

Z ,

v Z 二 0
2

.

日2 口2

。又
:
十

一

沙。
2

一

十 口扩
‘

边界条件为

u = v = 阴 = O 当夕= 士l 时

当 。 = O 时
,

方程 (2
.

1)
,

(2
.

2) 的解就是著名的

个二维波和一对三维的斜波组成
,

即

“= a u 。 。
日, + bu

。。[日
:
+ e

3

] + e
.

c
.

v 二 a v 。。
日

,
+ by

。。[日
:
+ 日

3

〕+ c
.

e
.

阴 = 田
口 。[日

2
一 日

3

〕+ e
.

c
.

P= aP
。。
日, + bP

。。[日
: + 日

3

」+ c
.

e
.

(2
.

2 )

T o llm ie n 一
S e hlie h tin g 波

.

假定它由一

} (2
.

3 )

其中 日
;
二 e x p [ i(a

a x 一 0
。

)」
,

日
:
二 e x p [‘(a b二 + 户一 0, )」

日
。
== e x p〔i(a 。二一加一 夕

。)
, a = A e x p [ a

a
C

。 ‘t〕
,

b二B e x p [ a o C 。‘t〕
, e

.

c
.

为共扼复数
,

0
。
= a a

C
a ,

t ,

8。二 a o
C 。,

t ; a 。 , a 。 ,

刀分别为纵向和横向波 数
; C

。 ,

C 。
为相应 的 o r r 一 S o m

-

m e r fe ld 方程的特征值
.

在数值计算中
,

我们采用的正规化条件是

m a x
l
u 。。

!二 1 ,
m a x }

。。。
1二 1

.

如果考虑非线性影响
,

依照文献【创我们可以写成

u = 乙
“‘。‘

。二乙
。‘。‘ (2

.

4 )
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一

窦一
a ·

C一 + 乙 A ““
,

b ,
·‘

雳一
e 。。“+ 乙 B ‘(·

,

“)一

会一
C二 + 乙 C “一 “,

￡‘

岔一
C 。· + 乙 D “一“, ·

‘

(2
.

5 )

其中
u ‘, v ‘, w ‘,

夕‘是 a ,

s
a ,

b
,

8。
, 二 , 夕和 2 的函数

.

A ‘,

C‘,

B ‘,

D ‘
各 数应在求解摄

动方程 (2
.

1) 的过程中
,

利用可解条件逐一 确定
。

正如文献〔6」指出的
,

这只有在满足下列

共振条件时才能作到
,

即

a a
= Za 。 ,

C
a ,

= C。, ,

C
a ‘
= C 。‘二 o (2

.

6 )

在一般条件下
,

这一条件是不满足的
。

为此
,

文献 〔6] 提出了一个克服这一困难的方法
,

即

所谓
“

人为共振三波
”

方法
.

其基本点是把层流速度分解成

石= . 。+ ￡. : (2
.

7 )

如果把式 (2
.

7) 代入方程 (2
.

1) 后
,

所得线性问题的解是满足 条 件 (2
.

6) 的 T ol lm ie n -

Sc hl ic ht in g 波
,

则它们就形成了三波共振
。

〔6」中给出了系统的求解方法
.

对于象 (2
.

3 ) 那样的 T o llm ie n
一
S e li lie h tin g 波

,

如果要求在
￡ 的最低阶数产生共振

,

则

uo
。 ,

Po
。

对 g 应当是对称的
,

vo
。

是反对称的
.

在 H er be rt 的 二次失稳模式中
,

二维波分量

u 对 g 是反对称的
,

而且三维波的演化取决于二维波
,

但二维波不受三维波的相反作 用
.

因

此
,

我们也取 uo
。 ,

P
。。

是反对称的
,

vo
。

是对称的
.

在 求解过程 中只保留反映二维波对三维

波单向作用的项
,

而略去三维波对二维有反作用的其他各项
.

这样在我们的模式中既构成了

三波共振
,

也类同于 H er b e rt 的模式
.

三
、

计 算 结 果

如上所述
,

我们按文献〔6」〔7」给出的步骤进行了必要的计算
.

不难发现
,

若截止到 ￡ 的

三阶量
,

式 (2
.

5) 中两个幅值演化方程 变为

d a
/ d t= (刁

1 1。 + 月
: , 。2

)a + A
Z ; 。Za s

(3
.

la )

d b/ d t = (B
, ,。 + B

: , 。2
+ B

3 ; 。3 + B
: 3 : 2 a 2

+ B
3 2 o 3 a 么)b (3

.

i b )

因为 H e r be r t 的结果对三维波是线性的
.

因此
,

为了比较 (3
.

lb) 式也只取到 b 的 线性项
.

同时
,

在完成 (2
.

7) 式的分解后
,

(3
.

lb) 式括弧中的表达式应收敛到
,

(2
.

5) 式第二方程中

的 a oC。‘.

在我们的计算中这一条件很好地满足了
.

对几种情况的数值计算结果列于表 1 中
.

我们的结果有以下几点可 以和 H e rbe r t 的结论

相比较
.

(l) 对于一个固定的雷诺数
,

只在一定的波数带中条件(2
.

6) 可以满足
.

在计算的几

种情况中
,

当 a 。

< 1
.

02 和 aa > 1
.

39 时就找不到实现三波共振的波了
.

在此波 数 范 围 内
,

刀/a
。

的比值大体保持在 0
.

67 左右
,

即横向和纵向波长之比为 1
.

47
.

由于条件 (2
.

6) 是亚谐

共振
,

故相当于交错排列的峰谷结构
,

它与 C ra ik 模式不同之处在于 澎a 。

之 比 与 通 常 的

C r a ik 模式不同而与 H e r be r t 的结果很接近
.

此外
,

C r ai k 的 理论对给定的雷诺数只能给出

一组特定 的 a 和 口
,

而采用
“

人为共振三波
”

方法后
,

a 。

及 刀值 有一个不太宽的容许频带
,
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这也和 H e rb er t 的结果相似
.

(2 ) 当二维波的幅值超过某一临界闭值时
,

式 (3
.

lb ) 式 右端

括号内表达式的值将变成正的
,

即三维波将失稳
.

对 R 二 5 0 0 0 的 情 况
,

这 一闭值的均方根

值在0
.

0 0 9 ~ 0
.

0 1 2 之间
,

和 N is h io k a
等人的实验结果

【。’0
.

0 1 很接近
.

(3 ) H e rb e r t 〔‘’给出

了R = 5 7 0 0 ~ 5 7 4。时的结果
,

在 a 二 1
.

02 时
,

临界闭值为 0
.

00 5 ,

考虑到 R 越接近临界情况
,

该阂值越小
,

而对应于线性理论的中性情况阂值为零
,

我们在 R 二 5 5 0 0时得到的临界闭值在

0
.

00 7 ~ 0
.

00 9的范围内
,

与 H e r be r t 的结果也是不矛盾的
.

此外
,

H er be r t得出最不稳定的三

维波刀= 0
.

8
,

而我们在R = 5 5 0 0时所得最不稳定的三维波的横向波数 刀二 0
.

89
,

也是相近的
.

四
、

结 论

由以上分析可得出这样的结论
,

对平面 Poi se ul lle 流
,

当只考虑二维波对三维波的单向

加强作用
,

而且在两种情况中
,

二维波的流向速度分量对 夕都是反对称时
,

弱非线性理论和

二次失稳理论所得结果是一 致的
.

说 明两者具有内在联系
.

但在边界层流动中
,

由于不存在

对称性
,

两者是否还能得出一致的结果仍是有待探讨的问题
.
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