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摘 要

木文是在文献〔1 〕中所指出的广义变分原理在合理处理有限元法的边限条件的应用价值 还 没

有受到足够的重视这
一

思想启发下
,

应用广义变分原理
,

选用样条函数与正弦 (或余弦) 函 数 乘

积型的级数形式再加
_

仁多项式
,

作为板壳的逼近函数
,

以薄板弯曲问题为例较好地解决了有 限 元

半分析法中出现的藕联问题
.

由于其未知数个数比有限元法
、

有限条法均少很多
,

而精度 更 高
,

故为用微机解决一类工程问题
,

提供了一个有效的方法
.

引 言

钱伟长教授在他 的论文 〔1 〕中
,

非常明确的提出广义变分原理在有限元法
_

L是很有用处

的
,

其潜力还很大
,

很有进 一步推广使用的价值
.

同时
,

具体指出广义变分原理在合理处理

有限元法的边界条件的应用价值还没有受到足够 的重视
.

本文就是在上述思想 的启发下
,

应

用广义变分原理解决 了半分析法 中的藕联问题
,

从而推进了这一方法在工程中的应用
.

求源于变形体力学方面的数学问题的数值分析方法
,

目前主要有差分法和基于变分原理

的有限元法及其变种
,

后述方法的优 劣和适 用范围
,

主要决定于所依赖的原理和利用这些方

法解题时
,

各种逼近函数的选择
.

两者对解题的作用
,

就象人们加工一 样成品时所用的工具

与原材料
.

灵活简便的方法虽然重要
,

但我觉得好的原材料加工的成品
,

显得更 有 实 用 意

义
。

如果两者兼而有之
,

则为最好
.

本文依据广义变分原理
,

用单三角级数加多项式和样条

函数讨论了薄板的求解问题
,

得到了较为满意的结果
。

文献 仁3」用样条函数 与三角函数 (或梁函数) 乘积型的级数形式
,

作为板挠度的逼近函

数
,

用里兹法求解
。

由于B 样条基函数的紧凑性
,

对两对边简支的矩形板
,

其求解方程组的

系数
,

是半带宽为 4 的带状正定对称阵
.

选择适当的等价基样条函数
,

可使沿样条插值方向

的各类边界条件得到满足
,

且便于统一处理
〔魂’.

它比 Y
.

K
.

C h eu n g 提 出 的有限条法
,

未

知数更少
,

而精度更高
,

并更加简便易行
.

由于 〔3」以最小势能原理为基础
,

故不可避免地

碰到有限条法中出现的祸联问题
.

文 [5〕用多项式与正弦 (或余弦) 函数乘积型盯级数形式

再加多项式的方法作过研究
,

但所得结论和公式推导是错误 的
〔“’.

本文用样条函 数 与 正 弦

.

钱伟长推荐
,
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(或余弦) 函数乘积的级数形式加多项式逼近板的挠度函数
,

以广义变分原理为基础
,

较好

地解决了半分析法中出现的根联 问题
。

二
、

各种端部条件下板的计算公式

文 〔6〕指出
,

选用多项式与正弦 (或余弦) 函数乘积型的级数形式再加上多项式
,

作为

板挠度的逼近函数
,

对各种边界条件
,

理论上是可行的
.

本文用样条函数取代多项式即用样

条插值取代埃尔米特插值
,

这样可使未知数减少
,

精度提高
,

且藕联可降到最低限度
.

因为除挠度逼近函数中仅用样条插值取代埃尔米特插值外
,

边界条件的形式 和 处 理 方

法
、

公式推导与 〔6〕完全一样
,

故此处仅给出最后的计算公式
,

不详细推导
.

1
.

左端固支
,

右端简支
,

另两对边可 为任意支承的情况 (如图1)
.
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三
、

计 算 例 题
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。
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2816

0
.

0 0 1 56 6 48

D
.

0 0 15 7 3 7 4

0
。

0 0 1 5 7 4 48

0
.

0 0 15 7 4T0

0
。

0 2 5 9 3 3 3

0
.

0 2 60 4 3 9

0
。

0 2 6 2 3 3 7

0
.

0 2 62 48 0

0
.

D2 0 0 27 6

0
.

0 2 10 6 3 1

0
。

0 3 13 29 6

0
.

0 2 13 60 2

通�八O

跪OR门1,自

精 确 解 0
。

0 0 15 7 0
.

0 2 6 1 0
。

0 2 13
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表 2

谭 邦 木

拼= 。
.

3
,

匀布荷载
,

三边简支一边固支 (图 3 )

插值节点数 (包

括两个端点)

级数的

川 !数

板中心 的挠度
板 中 点 的 弯 矩

‘ (q a ‘
/ D )

M
二

(q
a Z

) M
,

(q a Z)

0
.

0 0 2 7 2 4 0 5

0
.

00 2 7 5 26 5

0
.

0 0 2 7 5 08 3

0
.

0 0 2 7 5 0 86

D
.

0 26 2 2 4 1

0
.

0 3 5 28 7 6

0
.

0 3 3 7 15 2

0
.

0 3 3 7 17 2

0
.

0 3 2 2 64 7

0
.

0 3 2 0 2 7 2

0
.

0 3 4 0 7 1 0

0
.

D3 4 1 3 2 0

0
.

0 3 18 3 2 0

0
.

0 3马8 0 6 1

0
.

0 3 8 7 2 23

0
.

0 3 8 7 3 8 1

J任no而0CO

11q‘

0
.

0 0 2 75 78 6

0
.

00 28 3 0了7

0
.

0 0 27 9 72 3

0
.

0 02 7 9 75 6

0
.

0 36 56 77

0
.

0 3 76 6 6 3 5

0
.

0 39 06 9 2

0
.

0 39 13 8 9

伟28

精 确 解 0
.

0 0 2 7 9 0
。

0 3 4 0
.

D 39

四
、

结 束 语

1
.

由上述算例可见
,

精度与收敛情况都是好的
,

就所算两例
,

仅取 4 项就可满足工程

上度精的要求
.

由于刚度矩阵都有表可查
,

不需计算
,

这样可大大节约机时
.

其次
,

未知数

比有限元
、

有限条法均少很多
,

而精度更高
,

是工程中简便易行的有效方法
.

2
.

最后可获得挠度
、

弯矩各自的解析表达式
,

而不是离散解
,

这与一般级数解有几乎

同样的形式与效果
.

3
.

所述方法完全可用于矩形板
、

扇形板
、

圆板和圆柱壳等等一类常用结构上
.
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T he Applie a tio n o f G e n e ra liz e d V a ria tio n a l Prin c iple in

Fin ite E le m e n t
一

Se m ia n a lytic a l Me tho d

T a n B a n g
一

be n

(H u ,: a 件 U ”‘v e r s‘tg
,

C ha n口s h a
)

Ab st r a c t

T h e m e th o d d e v e lo p e d in this p a pe r 15 in s p ir e d by th e v ie w Po io t in r e fe r e n e e

[ 1〕

th a t a tt e n t io n h a s b e e n n o t p a id s u ffie ie n t lv t o th e v a lu e o f th o g e n e r a li z e d v a r ia
-

t io n a l p r in e ip le in d e a lin g w ith th e b o u n d a r y e o n d it io n s in th
e fi n it e e le m e n t m e th o d

.

T h is m e tli o d a p p lie s th e g e n e r a li : e d v a r ia t io n a l p r in e ip le a n d e h o o s e s th e s e r ie s

e o n s t it u te d by s p lin e fu n e tio n m u lt ip lie d by s in u s o id a l fu n e tio n a n d a d d e d b y

p o ly n o m ia l a s the a p p r o x im a t e d e fle e t io n o f p la t e s a n d s he lls
.

B y ta k in g th e d e -

fle e t io n p r o b le m o f th in p la t e ,

it sh o w s th a t th is m e th o d e a n s o lv e th e e o u p lin g

p r o ble m in th e f in it e e le m e n t一 s e m ia n a lv t ie a l m e th o d
.

C o m p a r e d w ith th e fin it e e le m e n t

m e th o d a n d fi n ite s t r ip e m e th o d
,

th is m e th o d li a s m u e li fe w e r u n k n o w n v a r ia b le s

a n d hig h e r p r e e isio n
.

H e n e e ,

it p r o p o s e s a n e ffe e t iv e w a y to s o lv e th is k in d o f

e n g i n e e r in g p r o b le m s b y m in 三e o m p u te r
.


