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摘 要

本文列出了手册〔1〕及文献仁2〕中未计算过的九十余个 Ja c ob i 椭圆函数 sn(
“ ,

幻
, c n(

。 ,

幻
,

d n(
。 ,

k) 的有理函数的F otl
,

i。 :
展式

.

对于用M e l。论
o v方法研究可积系统在周期扰动下的次谐波分

枝与浑沌性质
,

及其他工程物理中的计算问题
,

这些公式可供查阅应用
.

一
、

引 言 和 记 号

非线性动力系统的 C h a os 与 怪引子的研究
, “

在我们这个令人睦目的抽象化时代里
,

吹

进了清新的具体化之风
” L3 ’.

除了计算机实验以外
,

M e lni k ov 方法
〔毛’
对于自i台可积系统周期

扰动的Ch a os 性质研究
,

是少有的精确分析方法之一 由于无扰动可 积系统的闭轨线族常常

需用Ja
o
ob i椭圆函数有理式表示

,

例如
, 一 切三次及部分四次代数闭曲线族

,

其参数方程必

可用椭圆函数确定
〔5 ’〔”’.

因此
,

计算M e ln ik ov 函数时
,

常常涉及 Ja c
ob i椭圆函数

s n( “ ,

k )
,

e n (u
,

左)
,

d。 (。
,

k )的有理函数与
sin n o t

, e o sn o t之乘积的积分
,

即上述有理函数的 F o u r ie r级

数的系数计算
.

在熟知的手册
二’J中未有这方面结果

.

文〔2 〕针对
一

地球卫星轨道
,

地一月 轨道

理论与双星系统研究需要
,

曾给出一 组计算公式
,

但 因该文对参数 (a
2

和户 限制过窄
,

满足

不了应用要求
.

考虑到这类积分计算技巧较高
,

工作量大
,

为避免重复性劳动
,

现将作者们

在研究中计算积累的仁1〕
、

〔2〕中未有的结果整理发表
,

以供应用数学与力学研究工作者参考
.

以下对记号作一些说明
.

关于第一
、

二
、

三类完全椭 圆积分
,

Jac ob i椭圆函数的记号与

文〔1〕
、

〔幻相同
.

为简化起见
,

记

研
。
二

汀K
产

2K
研二

汀(K
产
一“。 )

2K
侧厂 ,

~
二 (K

/
一 : ‘。

/ 2 )
2凡

( 1
.

1 )

。。的意义见后面的公式中定义
.

段 (z
, 。 )= e x p〔。z 〕+ (一 1 )

” e x P〔一 , : : ]
,

B (:
,

。 )二 e x p〔r‘: 〕十 (一 1 )
” + ’e x P〔一 n 之〕 (1

.

2 )

二
、

Fo u rie r 级数展开式

兹按五种类型录出作者 们计算所得 Fou
r io r 展式如下

。

.
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食
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‘十

犷琳夕
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士 2掩
’ 。h Z·万

}
n 兀U

c o s K

S n “C n “

1 + 刀
Zs n “u 一 K 刀澎k
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么 又

se e li Z n 牙
。sh Z n 研

s in n 兀U

K
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“

伙 〕

一 2、刀(;乳刀
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)

买
S e c hZ·W
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三
、

F o u rie r 系数计算方法

上述九十余个公式中
,

F o
ur ier 系数的计算

,

通常采用复变函数中取闭围道
,

利用留数

定理 的计算法
.

闭围道的选取必须根据需展开的函数的性质合理选择
,

以下举两个典型例子

作为说明
。

例 1 考虑公式 (开
.

1
.

1) 即在。< 刀< 1时
,

研究 (1 + 刀d nu )
一 ‘

的展式
。

取函数 f(z) = 〔1/ (1 十刀d nz )〕ex P[ ‘n二 / K 〕及图 1 所示围道
.

利用椭圆函数性质容易

求得函数f (z )有两个一级极点
2 1
= i(ZK

产
一 u 。)

, 2 2
= i(ZK

产
+ u。)

其中
“。 满足关系 dn (u

。 ,

k
产

) = k/ 斌 1 一剐
“

产
,

o< “。< K
产 .

计算
z , , 2 2

的留数可得

R e s [ f (
z )

, : ,

〕= 一刀
e x p [ 一 Z n 二K

‘

/ K 〕
·

e x p〔n 二。
。

/ K 〕/ (‘斌 (1一刀
‘

) (i一壳
, 2

刀
‘
)
一

)

R e s〔f (
z )

, 2 2

〕= 刀
e x p [ 一 Z n 二K

’

/K 〕
·

e x p 〔一。二u 。/ K 」/ (‘材 ( 1
一

‘刀
“

) (1一汽
‘“

刀
“

) )

由图 1可求得沿四条线段的积分有关系

二号瞬;
““一

{
, : +

{
“ 一。

,

丁
, 3

一
p 卜 ‘二K

‘

/ K 」
{

, 1

!
�

一一!
�

于是根据 留数定理有

( 1

一
p〔一 4。/ K

·

/ K 〕){
e x p 〔fn二 / K 」

1 + 刀d
n u

_
_

塑““h (n 二
。

/ K )

一斌 ( 1 一产) ( 1一 K
产“

刀
艺

)

·

e x p 〔一 2 。二K
尸

/ K 」

由上式立即可推出 ( w
.

1
.

l) 式中相应的F o
ur i e r

系数
.

例2 考虑公式 ( 1
.

1
.

2)
,

即在 1 < 刀< + 。时
,

研究函数 (1 一刀
cnu )

一 ‘

的展 式
,

取 f ( z)

= ( 1 一刀e n z )
一 ‘e x p 〔‘n 二z

/ ZK 」
,

闭围道如图 2
.

函数 f (z )有四个一级极点 ;

之z
= 一 “o , 2 2

之“o

z 。 = ZK 一 u 。 + 2 iK
, , 2 4

=== ZK + u o + Z IK
‘

一一一 汀 222

一一一 ZfK ‘‘

22222 --- /

/ 已
.

一
司

乙- 一 ~ ~
- 一乙乙

一 2汀
: ;

C
,

{ q

{厂
一

冬t 一汾一
一几一

图 2

这 四个极点
2 ‘ (‘一 1 ~ 4) 位于围道的两条边l

,

与 l
。

上
,

因此
,

必须取小半圆将围道正则化
,

记

图2中小半圆为C
‘

( i 二 1一 4 )
,

价丁。
。

满足方程 e n ( u
。 ,

k ) = 1 /刀
.

利用复变函数 中的定理容易求得

{
。 ,

一{
c ,

刀二f
e x p 仁f。二u 。

/ ZK 」
一斌 (刀

2
一 z ) ( k

Z
+ 左

‘“

刀
2

)
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一一
C

幽

l
‘ (一 1 )

’

刀二i
e x p〔‘n 二u 。

/ ZK 〕
·

e x p〔一。二K
/

/ K 〕

材 (刀
2
一 1 ) (九

么
+ k

‘么

刀
2

)

并且易见

二O
自J

娜口.‘

浦

I
J

因此
,

利用C a
此hy定理即得

2 K e二p 〔in二/ ZK 〕
1 一刀

e n u
d “=

一Z K

一 2刀二
sin (n 二u 。

/ ZK )

斌 (刀
2
一 1 ) (k

Z
+ k

‘“

刀
2
)

〔i + (一 1 )
”e x p 仁一。汀兀

尸

/K 〕〕

〔1 一 (一 1 )
” e x P〔一 n 二K

产

/ K ]」

_ _ 2刀‘
S in (n “u 。

/ ZK )

一 斌 (刀
么
一 1 ) (k

Z
+ k

‘“

刀
么

)

A (W
。, ”)

B (研
。, n )

(n 寺 0 )

由上式即得公式 (1
.

1
.

2)
。
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