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摘

本文讨论了在弹性地基上自由边矩形板的弯曲
、

稳定和振动的问题
.

本文选择了一个挠 曲 函

数
,

它不但能满足自由边的全部边界条件
,

而且也满足了自由角点的条件
,

从而 得 到了较好的近

似解
,

文中使用了能量法
.

一
、

目!」 舀

在弹性地基上的自由边矩形板的弯曲
、

稳定和振动的问题是 一个较复杂的问题
,

因为要

使解答既满足板弯曲面的微分方程又要满足所有的自由边的边界条件及角点条件
,

是很困难

的
.

最早研究这问题的是B
‘

3
.

B二 ac oB
〔‘〕,

他使用了弹性半空间的弹性地基理论
; 同时 E

.

C
.

K o H o H e H K O 〔““对
、

这同一个问题也进行了研究
,

他使用了B
.

r
.

r a 二 e p K ” H
法

,

并提出了

用一 个二重三角级数作为挠曲函数
,

该函数能分离变进
,

并且每一个函数的本身及其一至三

阶导数在边界上都为零
; 以后张福范

「“’

使用了迭加法
,

他令自由边上的综合横向剪力及角点

反力为零
,

并取3 5阶的联立代数方程
,

从而得到了解答
; 但以上各个方法的计算 都 比 较 烦

复
.

本文使用了能量法或称 R a
尹

e电h一R itz 法对在弹性地基上的 自由边矩形板的弯曲
、

稳定

和振动的问题进行研究
.

我们选择了
·

个挠曲函数
,

它既满足 自由边
_

}二的综合横向剪力及 自

由角点的反力为零 的条件
,

又使它近似地满足自由边上弯矩为零的条件
,

计算比较简便
.

最

后
,

我们将作用于板上的总荷载和地基上的总反力相平衡的结果来检验所得的 解 答 的 可靠

性
。

二
、

问 题 的 挠 曲 函 数

设有一矩形薄板
,

取坐标如图 1所示
,

薄板的 四边自由
,

在板中心受有 一横向的集中力

尸 作用
.

在边界上
,

相应的弯矩和综合横 同剪力应为零
.

在自由角点上
,

角点反 力 也 应 为

零
.

例如
,

在x 一 O和二 = a 边上
,

应有
「4 1

功
: :

十 召功 , ,
“ 0 (2

.

1)

.

钱伟长推 落
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(2
.

2 )切
, : :

+ (2 一拼)功
‘ , ,
“ 0

在y = 0和 , 二 b边上
,

应有

山” + 拼田
: 二

二 O

功, , , + (2 一拼)田
; : ,

= 0

在四个自由角点上
,

应有

(2
.

3 )

(2
.

4 )

功 , r= 0 (2
.

5 )

据上所述
,

我们选取如下的挠曲函数

2 兀劣
. ,

切= J IC O S 十 J Z C O S

U 一

2 汀夕

b

+ f
3 0 0 s Z

了
c o s
卫罗

+ ,
4

(2
.

6 )

其中
a和b分别为薄板沿二一轴和犷轴方向边的长度

,

而系数f
l

一人都是待定的参数
.

不难验证
,

函数 (2
.

6) 在所有的边界上满足综合横向剪力为零的条件 (2
.

2) 和 (2
.

4) 以及在 四个 自由角点

上满足角点反力为零的条件 (2
.

5) ;
但在所有的自由边界上

,

弯矩为零的条件 (2
.

1 ) 和 (2
.

3)

未能满足
.

如果欲满足它们
,

可将函数 (2
.

6) 代入 (2
.

1) 或 (2
.

3) 中
,

便得到

f
:
一 一 (拼+ 石丫扩)f

3

/拼
,

f
,
二 一 伽 + 梦/ 护)f

3

/ 拼 (2
.

7)

或写成

f
,
= 八九

,

f
Z
二几f

。
(2

.

8)

于是挠 曲函数 (2
.

6) 可表示如下

叨一 ,
3

(刀
,

一
2

梦
+ 刀

2

一
5 2

艺
, + 一

2 汀义

U

2 汀夕

b )
+ f

4

(2
.

9 )

现在挠曲函数中的独立的参数只有两个
.

对于方板的情形
,

b一 a ,

取召= 0
.

16 7
,

则由 (2
.

7) 得

刀
,
= 刀

2
= 刀= 一 6

.

9 5 8 0 2

这样
,

在所有的自由边上相应的弯矩可近似地得到满足
.

(2
.

1 0 )

三
、

弯 曲 问 题

我们首先用能量法来讨论在弹性地基上的 自由边矩形板的弯曲问题
.

若板受到外荷载作

用而弯曲
,

其整个系统的形变势能是
〔甚」

D ff
。 。 。 _ . 。 , , ,

K ff
。 ,

U 二
。
ll L叨二

:

十 山 ; 、 十 2 1工切
: :

功 ; , 十 2 ( 1一 拼) 阴二
。」以%以夕十 。

! 1田℃x d 夕
‘ J J 乙 J J

(3
.

1)

其中D 一 叮h
3

八 2 (1 一川)是板的弯曲刚度
; E

,

h
,

拼分别为板材料的弹性模量
,

厚度 和 泊松

比 ; K 为弹性地基的系数
,

! 式的第二个积分表示弹性地基的形变势能
,

二重积分是在板的

中面区域内进行的
.

将 (2
.

9) 代入 (3
.

1 )进行积分
,

并考虑到是方板的情形
,

得到

1
尸 , _ _ _ _ _ 、

.

_ _ 、 _ _ 。
、 , ,

.

二、 , 。

曰 = 2 仁灭4 ,
·

‘荟艺4 艺入十 4 ,
·

U匕艺4 艺刀) J ; + 刀J ; 」 (3
.

2 )

其中

l) (, )
‘

/ 。
抓 ,

方一八 “

再 计歹L外力日u 势i论
.

石止方形薄板在中心父集
‘户力尸】倒日

,

如 图 L
.

则外力的势能为
f “ ,
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W 一 “山(:, 勿
将 (2

.

9 )代入 仁式
.

并注意到 (2
.

加)
,

可得

研二 P (z理
.

9 7 6 0牛f
3 」

一

f
4
) (3

.

4 )

于是系统的总势能为

汀== U 一研 (3
.

5 )

其中U 和研分别由(3
.

2) 和 (3
.

4) 确定
。

根据R a y le ig h一R it z法
,

系统在稳定平衡时
,

其总势能为最小
,

即

占11 = 0 (:弓
.

6 )

于是由(3
.

5) 和 (3
.

6 )对f
3

和f
、

两个独立的 参数讨断寸变分
,

可得到包含关于参数f
3

和 f
‘

的

的两个代数方程的方程组

(4 9
.

s3 2 4 2 A + 4 9
.

0 8 2 4 2 B )f
:
二 1 4

.

9 7 6 6 0通P
.

B f
4
= P (3

.

7 )

若注意到(3
.

3)
,

并给出K 己/ D 一 10
4 ,

由此可求得

f
3
== 0

.

2 6 3 4 3 x 一。
一 4
P a Z

/ D
,

f
4
= z 义 1 0 一 ‘P a Z

/ D (3
.

5 )

由 (2
.

9) 可得板中心的最大挠度

。m : x
一 田

(;
,

彗)
一 ‘

·

9‘5 “ X ‘”一 ‘p ·“

/ D
(3

.

9 )

继而可计算弯矩和扭矩
。

现在试观地基的总反力和全部外荷载的平衡情形
,

并以此来检验前面计算结果准确的程

度
.

地基的 总反力为

R , 一K

}}
叨“d 。一 K a Z

f一K a 4

D
义 1 0 一落

尸二 P (3
.

1 0 )

上式已应用了 (2
.

9)
,

<3
.

8) 及K 少/ D 二 1护
.

这说明了地基总反力正好和全部外荷 载 保持平

衡
,

其误差 为零
,

因此 卜面所得解答的可靠性是无可怀疑的
.

四
、

稳 定 性 问 题

若弹性地基上的 自由边矩形板在边界 上沿二和夕方 向分别受有均匀分布的压力尸
:

和尸
, ,

则

外力的势能为

、一 三{{(凡
、 ; 十 尸

, 、 ; )、如
乙 夕J

(4
.

1 )

在上式中
,

若设尸
, = ,

‘

尸
二 ,

讨称为临界力参数
,

并将 (2
.

9) 代入 (4
.

1) 进行积分
,

可得

、一 {
尸

二

l(钧
2

扭
+

为
+

以钧
“

拯
十

;)」abf1 (4
.

2 )

若为方板
,

并注意到 (2
.

10) 得到

研 = 4 8 6
.

5 9 0 7 6 (1 + ,
’

)P
:

j飞 (4
.

3 )

若方形薄板双向受均布且相等的压力
,

则尸
:

二尸
, ,

,
‘

= 1
,

W = 9 7 3
.

7 s 15 2P
:

f仓

于是由 (4
.

3) 得

整个系统的形变势能仍由 (3
.

2) 表示
,

于是由总势能 (3
.

5) 及其

f
‘

的非零解
,

可得方板情形下的稳定性方程如下

(4
.

4 )

一
阶变分 (3

.

6) 求参数f
3

和
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4 9
.

8 3 2 4 2 A + 4 9
.

0 8 2 4 2 B 一 1 9 4 7
.

5 6 3 0 4P
:

= 0

注意到 (3
.

3 )
,

从而可求得最小的临界荷载

(P
。 ,

) m ; n “ 2 9 1
.

8 9 8 6 5D /
a Z
= 2 9

.

5 7 5 5 6二
Z
D /

a 么

若方形薄板只受单向均匀压力
,

例如只有尸
: ,

(可尸
,
= 0

.

从而 ,
’

“ O
,

砰= 4 8 6
.

8 9 0 7 6P
:

f委

从而得到对应的稳定性方程如下

4 9
.

8 3 2 4 2 A + 4 9
.

0 8 2 4 2 B 一 9 7 7
.

7 8 1 5 2 P
:

== 0

由此可得最小的临界荷载

(P
。 ,

) m , n 二 5 8 3
.

7 9 7 2 9
D/

a 么= 5 9
.

1 5 1 12 , 么
D /

a Z

(4
.

5 )

(4
.

6 )

于 是由(理
.

3) 得

(4
.

7 )

(4
.

8 )

(4
.

9 )

五
、

振 动 问 题

若设薄板的自由振动的固有频率为。
,

因薄板具有分布质量
,

所以它的动能是

、
‘ 一

;
。

甥
.

卜、、 (5
.

1 )

其中 , 和g 分别为板材料的比重及重力加速度
.

将 (2
.

9) 代入 (5
.

1) 并进行积分
,

可得到在弹性

地基上的自由边矩形板的动能

W
K

1 0 2 ? ha石

区嗜
一 十

髻
+

加
+ ‘“〕 (5

.

2 )

若为方板
,

b二 a ,

口
1
二刀

:
= 刀

,

并注意到 (2
.

1 0 )
,

于是有

、
二 一

;
。·

曹
二 (4 9

·

。8 2‘2‘“+ ‘“,
(5

.

3 )

整个系统的总能量的形式仍和 (3
.

5) 相同
,

其中整个系统的形变势能仍由 (3
.

2) 表示
,

但

外力的势能应换成系统的动能研
K ,

于是 由总能量 (3
.

5) 及其一阶变分式 (3
.

6)
,

求参数 f
。

和

f
‘

的非零解
,

可得方板情形下的频率方程如下
:

} 4 9
.

s3 2 4 2 A + 4 9
.

0 s2 4 2 B 一 4 9
.

0 8 2 4 2C o
2 0 }

== O (5
.

4 )

} 0

其中A 和B 仍由 (3
.

3) 表示
,

而

C = ? 人a
么

/ g

由(5
.

4) 可得薄板自由振动的最小的固有频率

B 一 C口
2

(5
.

5 )

。 二 1

一半了器
一 ‘“

·

‘3 2 1

杯丫食 (5
.

6 )

六
、

结 束 语

本文用能量法研究了弹性地基上 自由边矩形板的弯曲
、

稳定和振动的问题
,

得到了近似

解
.

其中所选用的挠曲函数同时满足了全部自由边上的综合横向剪力及四个自由角点的角点

反力为零的边界条件
,

而在所有自由边上的弯矩为零的条件只能近似地得到满足
.

从变分法

的观点来看
,

这些条件都属于自然边界条件
,

若通过变分它们也会近似地得到满足
.
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