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摘 要

木文给出了 a/ 八> 1 等厚圆环薄壳轴对称问题力矩理论复变量方程的一致有效渐近解
.

符号说明

a 经向主曲率半径

C , ,

C ,

复常数

E 弹性模量

H
,

犷 径向和轴向内力

h 壁厚

M
, ,

M
,
经向和环向弯矩

N
, ,

N
。
经向和环向内力

Q
,

横剪力

qH
,

q :

单位中面面积上的径向和轴向载荷

R 环壳整体半径

r r = r 艺 s i n 尹

r Z 环向主曲率半径
。, , 。,

经向和环向应变

浮 经线切线方向的位移
v
泊松比

卯 壳面法线与旋转轴之间夹角

卯。 在 r = 。处的 切值

厂 . , r 番 ,

甲 .

分别是圆环壳上边界处的 厂
, ,
和切的值

圆环薄壳方程复杂且求解不易
.

张维
〔” (1 9 4 9年) 给出了 a/

r Z

< 1 圆 环薄轴对称问题的

一次渐近解
.

钱伟长 〔“’ ( 19 7 9年) 给出了 a/
r :

《 1 (即 a/ R 《 1) 细圆环壳轴对称问 题 的 一 般

解
.

R
.

A
.

C la r k ‘
s ’ (1 9 5 0年) 和 B

.

B
.

H o B o 、 二二 o B 汇4 ’ (1 9 5 1年) 给出了
a
/
r Z

< 1 圆环薄壳

轴对称问题的渐近积分解
.

本文对 (a/
: 2
) > 1 等厚圆环薄壳轴对称问题力矩理论复 变量方程

,

给出了高次近似的一般有效渐近解
.

1
.

基本复变量方程

对a/
: 2

> 1 对圆环薄壳轴对称问题的载荷
、

中面转角
、

经向和环 向内力
、

横剪力
、

径向

和轴向内力
、

弯矩分别见图 1
。

由图 1 可知
,

a/
r Z

> 1 圆环薄壳的曲率半径是
:

a 二 C o ll s t
R

r Z
二 a 一 一兀

-
- 一

5 1 11 切

平衡方程
:

.

钱伟长推荐
.
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中面变形连续方程
:

沙= 介 c ot 甲一
1

O S i n 中

d
、

(r e 。)

d 甲

内力之间关系
:

H = N , e o s甲一Q
, s in 甲

,

厂 = N
, sin 甲+ Q

, e o s甲

、lwe、‘...2

我们将式

得
:

〔la )
、

(lb)
、

(2 )
、

(4 )代入式 (3 )和 (Ic )中
,

d
Z
(r H )

d 甲
“ +

c o t卯
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丝‘典
一‘丝如 一价(rH) 一Eh 。+f 伽
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扮
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飘
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r 。·d , 一 r ! 犷二

)
c o ‘,



a /r
2

> 1 等厚圆环薄壳轴对称问题 5 5 5

通过变换

“一

召命:
‘切

一

l
·
万十(

·

{:
,

一d

一
犷·

)一〕飞
。一 粼、

5

51 。、,
, , 一

{:
;

丫之
d·

J
( 6 )

由式 (5) 得
:

!
.

了lwe夕d
Z

刀
d夕2

d
“
日

d 刀
z

+

(二
“

1
+ ·

)
“
一枷

。一
蜘

+

(足
“

1

一)
。一尝

H
( 7 )

式中 刀= 澎
一

3 (i二 ; 么)

。
;
一

(
一

器
一
鑫

+

蕊)
一‘、金(

‘+
一

舍
一

)

恤办戒
一a

曰。 =
岁 :

多
s in

Z甲

E [一 (2 + , ) r
Zq H e o s切一 5 1 11 卯

十 川 d 乳

a d 伪
e o s甲十(

Z e o s么沪

5 l fi 甲

Z r :

口5 l fi 甲

一 , S‘· ,

)r Z q F
一

C o s甲
5 in 3 切

关

甲尹内

1
.

a

夕了.、 、.,产
22ra

(
1

,

1
一 月

~

—一艺一
r 2

: 。F、* 一 r 关。 ,

)

我们令
:
牙一。 十 ;

嘉
2

阶
一

(
2

灯
一 ‘2

翔
。

,

‘一斌 .1 ( 8 )

式 ( 7 )变成

d
Z

矛
d g

么

+

(料 几叫
矛一
份氏 ( 9 )

月.上月性
a八

式中
:

护 二 一 2i 尸 口
2
二 口

; 十

2

rai一4+叭
水L00

co一
一

、、.. .声

O

诚洋
Q山

了...、

一
J .上/

产

勺a
f

九

我们再作一次变换
:

“一

(;
,

)
号

一

矛
,

; 一
({扩 (10 )

式 ( 9 )变成
:

d
Z

叉
d舀

“

十 。“)

〕戈
一 几

2

戈
二

(1 1)九
‘‘一lee.L

十
普

式中 g (言)
1 5

一 6 4雪
2 十

r Z

占

。 日
2

E 日。

‘

、,刀产,
J月竹

戈
、二

2刀
2

、““
‘

’

丫卜(
2

挤
。

)
“
一 2

渗
。

(
c o

蔺
切。
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对 a/
r Z

> 1 等厚圆环薄壳
,

我们有
:

艾
》 ;

,

: 普。‘“, 一 O“ ,
(12 )

式 (1 1 )是 a/
; 2

> 1 等厚圆环薄壳轴对称问题力矩理论基本复变量方程
.

它是一个具有一个大

参数 几的二阶常微分方程
.

2
.

一致有效渐近解

1
.

齐次解
:

式 (1 1)的齐次方程是
:

3)4)5)6)7)8)9)(1(1(1 0)(1(1(2(1(1
+ g (; )
」又

一 O
�‘z‘‘

产d

因为几是一个大参数且 占普g( 。 = 0 ( 1 )
,

式 (13 ) 的比较方程是
:

尝
+

一

爹
“一 0

上式有解
:

u = 斌 占J
Z
(4 , 少)

式中
,

J : ( 4几占朴是二阶贝塞尔函数
.

那末
,

式 ( 13 ) 的一次渐近解是
:

元 = “不亡
、

斌
‘,

(4A 药
、
十氏斌

“,

(4A 药 〕

式中
,

H 护川药 和 H 护(4A 药分别是第一种和第二种的二阶汉克尔函数
.

在本文中
,

给出式 ( 13 ) 的一致有效渐近解
:

戈
d U

= a U + 下〕
卜

“ g

式中
: = 万

a ,

(f) 几
一” ,

, = 乙 丫。

(f) 几
一 ”

我们现在将式 ( 14 )
、

「少旦
L d占

芯

( 1 7 )代入式
·

( 1 1 )中
,

得
:

+ 注
一

讹
一晋 , 一 : * 2

一

业
一

:一气
。( : ) 。lu

乙 以 g J

八”

一一dU
一

心门...J

下
户g了心、

g+
知梦d一d「 d a

十 ! 2 一比一
十

L a 白

在式 ( 1 9) 中
,

分别令 U 和 d U / d占的系数为零
,

得
、. ...,,

!瑟
十

淤
一 , : 一 2、

2

备
一
普 + 。(f)a 一 。

2

霎
+

瑟
十 。( ; ) : 一 。

将式 ( 18 ) 代入式 ( 2 0) 中
,

由 之的同次幂的系数为零
,

得
:
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泛:

一
晋 :

。十 2

(; )一 : ;
一
普
气厂匀

十。(: ) 。
。

(: )一 。
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_
d a

二

(劫
乙一

一一 , ‘ ~ 卜
口白

d
Z甘

二

(占)

d梦

(2 1)

+ g (占)甘
。

(占) = 0

由式 (2 1)得
:

、||||||l、了ee|||seee

, ..,J

a : 。 十 ,

(占) = 夕
2 : 十 ,

(占) = o
,

, 。

(占) 二 o
,

a 。
(省) = 1

‘ .

, 卜、

_ 护“
_ , ; 、 卜

是
J 二

丫2 、g 产一
。 l 吕 、g 夕弓 “弓
乙 J O

1
a Z 气白) = 一 人

乙

d人 ,(t )

d占

夕: : * 2

(占) =

+

!{
。(: ) :

2

(: )、;
]

‘“, g “ )+ 己
“

彭
占’

〕
:‘d ;

(2 2 )

几
八‘a

厂lesL
启�Or、IJ

一3乞

广
l
‘L-‘屯

1 F
a Z , 十 2 气自, = 一

一

又 !
乞 L

d , 2 二 + 2

(占)

d占
g (占) 夕

2 二 十2 (占) d占

亡�O产

lwe
J

+

利用以下关系
:

d J
: ( 4花
d占 认

,
, ( 4砂 ) 一 ‘

扩 L Z几占

J
Z (

、

4之药
-

( 2 3 )

式中
,

J
,

(4 花朽是一阶贝塞尔函数
.

将式 ( 2 3 )代入式 ( 1 7 ) 中
,

得
:

‘一“‘{岔
!

[aw
’“

功
十

一

知
‘
1’“

喇
+ 亡

2

{
·H “”“““, , +

一

笋
H‘”“““,

]} ( 2 4 )

式中
,

H 洲 (4 花朴和 H 八
4花含)分别是第一种和第二种的一阶汉克尔函数

.

2
.

特解
:

在一般载荷下
,

我们可以用常数变易法来求得特解
。

在工程上
,

最重要载荷是内压 P 作用下
,

即
:

, , ‘ l
_

、

q 万 = P s l n 甲
,

q 犷= 一P c 0 S 沪 , 犷 “

= 下 P r “

‘

( 2 5 )

那么
,

函数 戈
.
可以展为雪的幂级数

:

戈
。 一
元

, , :
一

扣
一 ‘,

( 2 6 )

式中
,

A , 是 雪的幂级数的系数
.

由于 几是一个大参数 且 君子g( 妇二 0 ( 1 )
,

在内压 p 作用下
,

我们将式 ( 1 1) 的特解展为下

列形式
:

戈
,
= 乙 d

, (古)凡
一 ”

( 2 7 )
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我们将式(2 7) 代入式 (1 1) 中
,

得
:

占
。

(占)
十 一 8

言了

久
2 一 ”

+ g (雪)占
。

(雪)几
一”〕

一

憔
, , ; 省‘

, 一 1)

(2 8 )朴一
月

凡
一

护f�
。

‘曰一亡二�九
�

己
.

甲口�

一�

尸lseesL

象
因为在 ; 一 。时

,

有 : 君云
、j: 梦

‘一‘’的二阶导数
,

那末
,

式 ( 1 1 )的一次渐近特解由上式得
:

欲 一。
。( : )一 : ‘云

、 , : ;
‘少一 ‘’一 ; 令戈

。

夕. 0

( 2 9 )

由 久的同次幂的系数为零
,

得
:

“
: 。 * ,

( : )一。
,

“
2 · 十2 ( : )
一

; 普
[
g ( : ) “

2 ·
( ; ) + d Z

占
2 , (占)
d省

“ ( 3 0 )

L ov
e 一

Ki
r c
hh

o ff 薄壳理论的假定
,

对 a/
: :

> 1 等厚圆环薄壳来讲
,

它本身 也 包 含 h/a

阶数量级的误差
.

本文给出的二次渐近解的误差也是 h/a 阶数量级的
.
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