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摘 要

本文提出的光弹性应力分析方法
,

仅已知三个截面的等差线条纹级数及其边界上的主 应 力方

向角
,

就可进行应力分析
,

不仅极大地减少了输入的已知数据和简化了计算程序
,

而 且 提高了应

力分析精度
,

加快了计算速度
.

_ 已 ! 兰兰产
、 J l 】二1

在光弹性应力分析中
,

若不用等倾线
,

而只用主应力差进行应力分离
,

往往需确定全部

边界条件
,

并用相容方程全场迭代求主应力和
,

既费时
,

精度也难保证
,

尤其是只需计算个

别典型截面的应力状态
,

更是事倍功半
.

本文提出的应力分析方法
,

只需给出三个截面上的主应力差值及这三个截 面 的 边 界条

件
,

就可简便
,

迅速地进行应力分析
.

首先
,

用对数函数逼近方法
〔‘’
求导数及插值

,

然后在

差分格式上
,

求解弹性力学平面问题的微分方程
〔“’. 并用改进欧拉方法

〔“’迭代求解主应力方

向角
.

本文提出的方法不仅提高了应力分析精度
,

简化了应力分析的计算过程
,

而且更适合

于光弹性应力分析的全自动化
.

此方法是简单
,

有效 的
,

其精度完全满足工程要求
.

二
、

应 力 分 析 公 式

在光弹性力学平面问题中
,

主应力差函数q (,
,

妇可由应力光图确定
,

自由边界上主应力

和函数 P( 二
,

妇 的绝对值等于 q( 二
,

妇
.

本文计算是以三个截面边 界上的 !P( x
,

妇 }= 以 二
,

妇 及

其边 界点主应力方向角为基点
,

用
“

根据应力光图直接解答弹性力学问题的 方 法
” ,

求得内

部各点的主应力和及主方向角
.

设 一微元体在x
,

梦平面内原点附近
,

氏
, a , ,

几 ,
表示应力分量

, 二 , , 。 :

为主应力
,

al >

几
, a : 与%轴夹角为0

,

口以逆时方向为正
,

P= (a
l
+ a Z

) / 2
, q ” (a

,
一 口2

) / 2
,

则有公式

丝
_

二
土

_

「
_

奴
d 劣 Z q L 口y

口P 日P
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一
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号务
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器 + e o s (2 0 )
rl.IL

.

一q

飞占�卜曰�
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一Q自
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口口�g口一口

将此二式化为差方程
,

令 △二二 ax ,
八g = a夕

,

横向点号 “二 1
,

2
,

⋯
,

N ) , 纵向点号 (j 二

1
,

2
,

3 )
,

P= P : , q = 口{
, 8= 0 : ,

由方程 ( 2
.

2 )得
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势一卜
。。
瓮

a口{ aP {
a夕

s‘n (2“‘
小

0 5 (2“‘, (2
.

3 )

在自由边界点(i= l) 处
,

式中q {
,

0 {
,

}川 】二创皆已知
,

利用对数函数逼近求导 (见第三

节 )
,

可求出
口口

日t

{ a g ; aP {
口y 日y

及
留

,

代 入 (2
,

3 )
,

则
盟

可求出
·

, ;一 , : 十

):
’

留、 (2
.

4 )

由此式可求得‘= 2三个点处的主应力和川 (j = 1
,

2
,

3 ).

方程(2
.

1) 可以表示为
:

会
一

亩〔
一

爵
+ S‘·‘2“‘,

瓷
日P {

一 c o s ‘““{’谕 (2
.

5 )

在i, 1处
,

方程右边各项皆已知
,

用改进欧拉方法求解此微分方程 (见第四节 )
,

可得 0孟(了=

1
,

2
,

3 )
。

a0{
一

叙
再 以 f二 2三点为基点

, 可求得弩
,

P二 色等
,

以此推算下去
,

便得到整个截面

各点的P {
,

8 {
。

用公式

a
二

== P + q e o s (2 0)

a ,

= P一 g e o s (2 6 )

T 二 , = g sin (2口)

可得各点应力分量
。

为了提高计算精度
,

每计算一步可用相容方程进行校核
.

三
、

对数函数逼近求导数

现有的逼近公式
,

如果已知点少或者步长大
,

都不能有效地逼近非线性函数
,

即使已知

点多也难以逼近极高幂次的函数
,

更无法控制其相对误差
,

而且由逼近式给出的导数更不精

确
。

本文使用的对数函数逼近公式
〔‘’,

能把高幂次函数化为低幂次
,

只需给出 少 量 的 已知

点
,

便能进行高精度的逼近
,

导数精确
,

不仅能给出已知点处的导数
,

也可以求出未知点处

的导数
,

并且可以估计误差
.

如果已知某未知 函数f( 劝的三个已知数据挑
, 夕: , 夕2 ,

并且它们对应的x 坐标为殉
, 二 : ,

凡
,

则j( 劝可写作
:

r(二, 一 , 。

(会)
“”

引用公式
a 吞= e x p〔bln a〕

,

(e x p [ ‘〕)
‘
== e x p [ : 〕“

,

即可得出

「
, 、 ,

戈 1
J‘劣) == y , e x p L

a ‘劣少‘n
~

反奋」

了
产

(! )一 。。

(会)o
‘”

!
a , (二 )‘·

会
+ a (二)

戈 〕
+ ”·

“,
(3

.

1 )

其中R
, (劝是数值导数的误差项

.
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把 (3
.

1) 式再微分
,

便得
2, ..1口f

·

‘! ,一 f (二 )〔
a ,

(二) hi 一兰一 +
戈

。

a (戈)
劣

+ “戈,

[
a ·‘! , ‘·

橇
a ,
(戈 )

十—
= 一 十

a ,

(劣 )戈一 a (x )
戈z 〕

+ “·
“’ (3

.

2 )

其中 R , (劝为二阶导数的误差项
.

在式 (3
,

1 )和 (3
.

2 )中

若 x : ( x ( x :
则

若x0 《% < 劣 ,
则

“‘“ , 一 “ ! 十

篆之
一“一‘ ! ,

a !一 ,‘

(贵)/
, g

(会)
a Z一 , g

(会)/
, g

(众
一

)

a l一 ‘g

(溃
一

)/
, g

(会
一

)

、一 ‘g

(贵)/
, g

(晋)
设f(二 )= F

:

(x ) + 左: (x )
, a : (二)= 岔(x ) + R : (x )

其中

, 1‘·, 一“· ,
[卜(命)

一凡‘”

]

R : (x )=
a : (雪)
2

(戈一 x 一) (戈一 x : )

绝对误差为

* , (二 )一「二
: (二 ) + 井: (二 ) lr

* : (二)In 一

李
~
+ 鱼至, 1

L J L 汤 0 汤 J

+ ”: (! )
[

, 1 (X )‘·

会
+ 卫令乏

、

」 (3
.

3 )

因为 R
:

(劣 )
,

左
;

(二)已知
,

故相对误差

R 艾(劣)
R J (x )

一 F
:

(劣 ) + R , (x )
(3

.

4 )

也可以估算
.

二阶导数误差项

R , (x )= R 二(x )

本文中的对数逼近式及其导数
,

必须满足

x 、 _

了(戈) 、 。 . _ _ _
.
、

.
_ .

二。今 0
,

f(x
。)今 0

,

寻一> O厂鉴尹井令> 0
,

!x 一 x 。!> }二
,
一戈 : }

。

劣。
一 ‘

J气戈。 )
-

(3
.

5 )

如果j( 劝在〔二
。 ,
x 。

〕不符合上述条件
,

可以平移坐标轴
,

使之符合条件
.
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四
、

改迸欧拉方法求解微分方程

从积分学的角度
,

初值问题可以写成

, (·)一 。
。 +

}
‘’

, (,
,

。(才))J ,

(4
.

1 )

如果用梯形公式计算上式中的定积分
,

那么
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1
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,
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工
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.

2 )

将此式代入(4
.

1 )
,

即得

一般地

截断误差

利 用泰勒展开式

夕,
= 夕
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。
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。
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。
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可得

类似 (4
.
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)一 h梦

‘

(%
, 十 :

) + 2 一 lh
Z , 11

(%
。 + ,
) + O (h

s

) (4
.

5 )

把 (4
.

4 )和 (4
.

5 )式相减并利用等式 g “(x
” + ,

)== , 护

(二
,

) + O (h
s

)
,

得到
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)一 2夕(x
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)一h(夕
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,
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)

改进欧拉方法的截断误差为

T
Z
= 夕(二

。 十 :
)一 夕(x

,

)一 2
一 ‘h(f(二

, ,

夕(二
,
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6 )

偏微分方程 (2
.

1) 和 (2
.

2) 虽然含有多个变量
,

但化为差分方程后
,

在沿 x 方向计算时
,

各分点处 的偏导数口q / a夕
, 口P / a 二

, aP闰夕都已求出
,

故可把偏微分方程看作是常微分方程
,

用改进欧拉方法求解0
,

于是
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其中 火—第 ‘点的修正值
,

七
十 ,

—第 i + 1 点的第一次估算值
,

火
+ ,

—第 ‘十 1 点的第一次修正值
,

(0 下
十 , )

。 : ‘

—第云十 1 点的前一次修正值
,

(口:
十 ,
)

, e 。

—第 ‘+ z 点的新的修正值
,

h= 二‘十 ,
一二‘

.

利用上列 各式迭代
,

可求得给定误差限内的 口
‘
值

.

本文的求解方法是将偏微分方程化为
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常微分方程
,

简化了求解过程
,

便于计算机程序化
,

迭代结果可 以人为控制
.

计算表明
,

此

方法收敛速度很快
.

五
、

应力分析程序流程图

开始

输入 ?-. 六 入吸坐标

输输入 加 丙
,
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匆
.

日
.
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a Z , 。 333
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,

普
---

估估算误差
,

调铭结果果

宝宝}
一

算 ‘a刀 a劝劝

计计算介介

校校核九九

计计算 ( a刃 a x)))

迭迭代求民民

应应力分析析

j = 少+

了
、

\冲
~

勺一某
应力校核

输出结果

结 束

六
、

应 力 分 析 实 例

通过二例分别考察本文 的应力分析方法的计算结果与理论值
,

有限元计算值及通常光弹

性实验计算值之间的偏差
.

例 1 对径受压 圆盘
,

直径D = 40 毫米
,

厚度d 二 6毫米
,

载荷 P = 90 公斤
,

用本文 的方法

计算一个截面的应力分量
,

与理论比较最大偏差为1
.

9公斤 /厘米
“,

最大相对偏差 4肠
.

图中
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实线为本文方法的计算值
,

圆点为理论计算值
.

例2对径受压圆环
,

外径 R 二20 m m
,

内径
r 二 1 0 m m 载荷尸= 6 0k g

.

本 文计算值与已有实

验值 比较
,

最大偏差不大 5 肠
.

图中实线为本

文计算值
,

圆点为已有实验值
.
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图 1 对径受压圆盘应力分布 图 2 对径受压圆环应力分布

七
、

结 论

本文使用的对数逼近求导方法
,

比当前其他数值方法求导数的精度高
,

尤其对高幂次非

线性函数逼近精度更佳
,

是其他数值方法难以达到的
.

本文的应力分析程序
,

需要的已知数

据少
,

简化了计算过程
,

极大地缩短 了计算时间
,

也为光弹性应力分析的全 自动化创造了有

利条件
。
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