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摘 要

本文利用实系数多项式 f
”

(封 的零点的共扼性和界值性
,

给出 f
二

(习 稳定的新的几何计算判

据
,

它直观
、

简捷
、

证法初等
,

绘制近似特征曲线
,

可以程序化
,

由计算机完成
.

甚至只须 查 三

角函数表
,

辅之加
、

减
、

乘运算就行了
.

故应用方便
.

给定一个实系数多项式
:

f
。

(z )二 a o z ,

+ a : : 卜
’
+ ⋯ + a 。 ( z )

判定它只有负实部零点「简称 f
。

(力稳定〕具有重要的理论意义和实际价值
,

如在力学
、

控制

论及微分方程特征理论中
,

都涉及此问题
.

大家熟知
,

R ou th一H盯 w it z 给出了很好的 代数

判据
,

但美中不足的是只能判定多项式 f
。
(幻 稳定

,

无法判定稳定 的程度
,

其次
,

当阶数大

时
,

计算量大
,

又不便于计算程序化
.

苏联 M o x a 放Jl
oB

‘”根据复变函数的 Cau
ohy 幅角原理

,

给出了下列 的几何判据
:

定理〔M o x a 认Jl
oB 〕 设 f

,

(z) 无纯虚根
,

则f
二

(劝稳定的充要条件是。从O变到 + co
,

f( 汕)

依反时针方向旋转角增加

中垒 A A r g f
,

(公。) =
万

n

证明请见文献〔1 ]

此定理的几何直观性强
.

但遗憾的是
:

1) 证明过程很繁
; 2) 要求在复平面上作出参数 。

从O到 + 。的参数曲线〔又称特征曲线」f( i功
,

由于参数。取值范围是无穷区间〔o
,

十 oo 」
,

这

给计算
、

作图均带来极大困难
; 3) 没有充分利用实系数多项式的零点的共辘性 (关于实轴对

称分布 ) 及根的有界性等重要信息和数据
.

根据这些不足
,

本文提出一个新的几何计算判据
,

由于利用了 f
,

(力 的零点关于实轴对

称及全部根囿于 }川< p垒 1 + 】
a 。
I
一 ‘
m a

xl
a ‘

】的特点
,

使新的方法具有直观
、

简捷
、

证法初等
1《百‘ 份

的优点
.

特别将原来要求作出 f( 彻)在 [ 0
,

+ co ) 上的图象
,

改为只需作 j( p ex p〔‘0〕) 在 〔O
,

二/ 2 」
,

f(f。) 在 〔o
,

户」的图象
,

大大减少 了计算量
.

绘制 f (户
e二p 〔10」) (0〔仁o

,

可2」)
,

f(i。)

(。截 0
,

川 )完全可 以程序化
,

由计算机完成
,

甚至只须查三角函数表
,

辅之以加
、

减
、

乘运

算便能成功
,

从而易于普及
,

中
、

初级科技工作者可 以迅速掌握
.

,

周焕文推荐
.
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下面予以介绍
:

先在复平面上作以O (0
,

0) 为圆心
,

限定理
〔3 ’知 f

,

(幻 的零点全在圆S 中
.

p 二 i + !
a 。
}
一 ’
m a x

!
a ‘
}为半径的圆 S [图 1〕

,

由根的界

考虑

O时f
。

(几)

一

的圆O A B
.

以巾垒 △ A r g f
,

(幻表f
。

(幻 当兄沿弧 妊B 和虚 轴上线段 B O 从 过 到

的幅角的增量
,

A B 口

则有
:

j 代一 P
,

r 左0 10

图 2

定理 1 设 f
。

(幻在OB 上无零点
,

少垒 △ A rg f
,

(幻 = k 二
,

则当且仅当k二O
,

f
。

(幻仅有
通B O

负实部零点 (即f
。

(劝稳定) , 当且仅当。< k(
n ,

f
:

(幻有 k 个正实部零点
.

证 设f
,

(幻有 ZP个复零点介
, 万, (]’= 1

,

2
,

⋯
,

P)
, q 个实零点

r , (k 二 1
,

2
,

⋯
,

q)
,

每个零

点按重数计算
,

则
:

ZP + q == ” ( 2 )

由多项式的根的界限定理
〔“’,

知 !之
‘
I< p

将 f
,

(幻 分解为线性因子乘积
,

即
:

尹 q

f
。

(久)= fl (汽一 : , ) (久一 : , ) fl (几一 r 。) ( 3 )

因此

, 尹

少二 △ A rg 了
。

(久)= 乙 △ 〔A r g (几一匀 )〕十 E △ 〔A r g (几一为 )〕
月刀 O ,一 通B o , 一 A B o

q

+

石奈
〔“·“‘一 r ·’〕 ( 4 )

其中 A r g几= ar g 之+ 2寿二为多值连续函数(k = 1
,

2
,

⋯ )
,

ar g 元十 2k 武 一二< ar g几( 的 的分枝
,

为确定计
,

当几二P时
,

上式的被加项的幅角都取它们的主值
。

设 r , 。< O为任意负实零点
,

考查浇一
, * 。沿A B O的幅角的变化

,

如图 2所示
:

A A r g (丸一 r 。。)二 △A r g (汽一 r 。。)+ A A r g (之一 r 。。)
A B O A刀 B O

= 8一 0= 0 ( 5 )

设勺。,

幻
。

为具有负实部的任意两共辘零点
,

考查因子几一介
。,

只一幻
。 ,

沿 A B O 幅角的

增量
,

如图 3 所示
,

利用对称性
,

易证
:

△A 之, 。O丝△A 忍, 。O
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因此有 }乙A z , 。O }= }乙A : , 。O }和

△ A r g 以一
z , 。) + A A r g 以一万

, 。)

= { + I乙A z , O
B }一 {乙B z , 。O }}+ { + }乙A 乏, 。B l+ 1乙B 忍, 。O }}

= 一 }乙刁句
。
O }十 }乙月几

。
O }二 一口十 e= o

r 。,

> 0为任意正零点
,

考查因子 (几一 r * ,
)沿 A B O 幅角的变化

,

如图4 所示
,

△ A rg (几一 r * ;

)二 兀

( 6 )

显然
:

( 7 )

设七
: ,

孙 ,
为任意两具有正实部的零点

,

考查因子 久一勺 ; ,
久一孙 ,沿 A B O 幅角的变化

,

如图 5 所示
,

利用对称性易证
:

△且勺 :O丝△A街
; O

故 }乙A匀
1
0 ! = {乙A孙 10 1

从而有
:

△ A rg 以一 zj
:
) + 八 以一孙

; )

= 2 二一 !乙A : , : O }+ }乙A 乏, :
O }== 2二

由于这些零点的任意性
,

故有结论
:

1
。

“
, 、 .

“
, , _ 、 , ‘

f
Z L
赢八 r “‘几一之, ’+ 君

。 八 r g ‘几一“ , ’J‘飞
(当 R e : , > 0 )

(当 R e 之j< 0 )
( 8 )

从而f
,

(幻 仅有负实部零点
,

当且仅当

少 = A A r g f
,

(z )= 吞二 (k = 0 ) ( 9 、

f
。
(约有寿个正实部零点

,

当且仅当O< k < n .

证毕
.

注
:

验证了
。

(劝 在虚轴上无根
,

必须且只须验证
:

州。 )与试 。) 互质(用辗转相除)
.

这里

f(玄。 )=
。
(。 ) + iv (。 )

用 H u r w itz 方法无法判定 f
,

(幻 的零点与虚

轴的距离
,

用本文的方法可 以
.

将图6中的圆向左平行移动h> o (如图6所示)

完全类似于定理 1的作法可证
:

定理 2 设 f
。
(幻在O, B, 上无零点

且 中 = 么 A r
盯

。

(z )二瓦二
月

‘
B

护

O
’

OOO
‘‘

hhh
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则当且仅当 k
;
= o f

,

(劝的所有零点
: ‘(i= 1

,

2
,

⋯
,

的 具有负实部
,

且 R ez
‘

< 一 h< 0
.

如果定理 1 中的九二 。定理 2 的寿, 手 。
,

则将圆 OA B A
,

向左平移 h/ 2
,

再按定理 2 的方法

试
,

继续这种折半的方法可 以近似程度很高地估计f
,

(约的零点最大实部与虚轴的距离
.

即所

谓稳定度
.

下面举两例来说明定理 〕的应用
.

例 i f(z )= 之3 + 3 之2 + 4 2 + 2
.

1

rll a X

因为 ‘+ “嗽
故 P = 5

!
a ‘ {

_ .

4
-

万 一 = 1 十
.

= b
I 1

“ 一= 5 3 e o s3 8 + 5 2 x 3 e o s2 0 + Zo e o so + 2
.

2

v ,
= 5 “sin 3 0 + 3 x s“sin Z夕+ 2 0 sin s

“: = 一 3 0 2 + 2
.

2

u 。
= 一。

3 + 4。

将计算结果列于表 1
.

口口 0
0

1 0
’

2 0
,

3 0
0

4 0
.

5 0
“

6 0
“

7 0
0

8 0
“

9 0
。。。。。

甲甲甲甲 厂厂
叭叭 + 十 十 + 一 一 一 一 一 一一一 火火

甲甲甲甲甲甲
vvv 1 0 十 十 + 十 十 十 + 一 一一

。。 5 4
.

6 4
.

2 3
.

8 3
.

4 3 2
.

6 2
.

2 1
.

8 1
.

4 1
.

0 0
.

6 0
.

2 000

甲甲甲
uuu Z 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 十 十十

州州州
vvv Z 一 一 一 一 一 一 一 一 + 十 + +

一

卜 000

用丫表符号变化
,

特性曲线示意如图 7 所示
.

k二 O故 f
:

(劝 稳定
.

例 Z f
;
(z )= 2 4

+ 3 2 3
+ 5 2 2 + 42 + 2

取 p = 6 = 1 + }
a 。

}
一 ’m a x

l
a ‘
!= z + 5

1
, 百‘泛 4

u l

全6 4 e o s 4 8 + 3 又 6 3 e o s3 0 + 5 x 6 2 e o s 2 0 + 4 x 6 e o ss + 2

v l

全6 4 s in 4夕+ 3 x 6 3 s in 3 8 + 5 x 6
2 sin 20 + 4 x 6 s in o

“2

全。
4
一 5 0 2

+ 2

v Z

全一 3口8
+ 4。

将计算结果列于表2
.

特性曲线示意图如图 8 所示
.
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所以 存= 0 f4 (劝 稳定
.

表 2

图 8
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